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CALCUL INTEGRAL. 


Consid^rons d’abord le cas ou les racines , ^2? sont rccllcs. 
Nous supposeroDs > <^2 > ^3 les iiombres o>,, ^ r( 5 cls oi 
positifs (^ ). Daas le plan desj/*, le long dc I’axe dcs quantiles r 6 cllcs 
pratiquons une coupure de ei a ^2? dc u de ejj a — 00 cl do- 
signons par y/Y la fonction dey, holomorphc dans Ic plan coupo, 
qui prend des valeurs positives pour dc grandcs valeurs positives 
de Les signes de la partie reclle cl du coefficient dc /, dans 
cetlc fonction \/Y, s’obticnncnt ires aisoment siir les bords siipd- 
rieur ou inforicur dcs divcrscs parties dc la conpurc, et inAnnj 
dans tout Ic plan clcsy, si Ton observe (fu’ils nc pen vent (diangcr 
que lorsquc la quantile sous le radical esl rdolle, <'i’cst-a-dir<^ 
lorsquc le pointy traverse soil Taxc dcs qnarilitds rd<dles, soil 
I’hypcrbolc (H) dont r<j(iuation scrait — /[V'^ • - ^>*2 * - o dans 
un syslfemc dc coordonn(Sos w, v, dont les axes coYncidoraionl ave (5 
Taxc dcs quanlitds r(Sclles et I’axe dcs quantiles puronicnl irnagi- 
naircs du plan dcs y. Comnie il ost coniinodc d’avoir ecs signes 
dans les applications, on les u iudi<ju 6 s dans la figure (A) du I'a- 
blcau dc fornudes (CXXX); Ic premier sigrn^ s() raj>porU‘. ix la 
panic rdcllc, Ic second a la panic imaginairi^ ; l’un<^ d(^ (pian- 
litds esl mdic sur les lignes dc separation, oe f(u<^ I’on a in<li(|u<‘ 
cn rcmplaganl par o I’un dcs signes * . Ibdalivenumt aux <‘.011- 
purcs, nous couviendrons dc regarder Ic borti su[)eri<nir eomnui 
ap[)arlcnanl a la nioilid supdricurc du plan dcs y, le bord itdV- 
ricur comrnc apparlenanli la inoitie infdricurc. (-leoi posfj, on a 
le ihcorenu} suivanl : 

II cxislc une fonction dc y, <ju(*, nous dc'isignerons par argj>y, 
ayanl los propridlds que voici : <dlc esl holomorphc dans lout h? 
plan coiqx'i; pour lout point de ce plan on a J)(argj\K) y; 
(piandy n’est [)as sur unc eoupuro on p(Mil m<*llr<j argj> k sous la 
forme /o>i I ‘ //((){)? f clanl dcs noml)r(js rdels, salisfaisant aux 
conditions o ^ i, • i - ^ ; suivanl (|ucy esl sur la (Hhi' 

pur<! qui va dc h dc Ca a C3, da a *00, on pent nn^ttre 

( * ) Ohsorvons cn passant <|n« Von a o, / suivanl (juc Tna a Cg / c», ulnsi <|tdil 
rosnile <U;s axprohsintiH dc K, K' (nu x, x') an nH>ycn dc (tiu x) at dc rc quo 
run a, suivanl Icsdcux cas, P ' ^ cl, par suiu*, /»*- //'-*. (Ui voit nnssi que quand 

P dt'eroit dc i 0, lo rapport y’^- croft dc o & rinfini* 
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argjD^sous la forme co^ zp toa ^4 , <04/4 zp:co3^4, ou t\ est 

reel et compris entre o ct i, et ou il faut prendre le signe supe- 
rieur ou inferieur suivant que Ton est sur le bord supcrieiir 011 
inferieur de la coupure. Ces conditions permettenl, pour chaque 
valeur de de calculer sans ambiguity Ja valeur correspondanle 
de argpjK se reportant au Tableau (CXXlX^^o); est d’ail- 
Icurs ndgatif ou positif suivant que le point y appartient a la 
moitie supdrieurc ou inferieure du plan; est nul qiiand y est 
reel, compris entre et 4- oc. 


Si Pen admel pour un instant rcxisLencc de cetLe fonction ho- 
lomorphc, Inverse dc la fonction p, on deduit immcdialemenl de 
I’idcntite p( lU'g ~ que la derivee, prise par rapport a jk? 

dc la fonction argj)jK ^'St egalc, au signe pres, a ellc lui est 

VY 

precisement dgalc, on adoplaut Ic sens prescrit pour Ic denomi- 
natcur, puisqu’elJe csl negative pour dc grandcs valours positives 
dc y^ On voit done ([uc I’dtuclc dc I’InLdgralc envxsagdc sc x'amiinc 
a oellc dc la fonction argp')'. 


591. L’cKislcncc de la fonction argpjK I’dsullc alsenicnt dc la 
rc[)AViScnLation conformc (Pun clcini-rcctanglc des ]>c5riodcs do la 
fonction au moycn dc In relation (•). Nous choisi- 

I'ons, |)Our 1 <J rectangle dos pdriodosde la fonction j)//, l<^roclangle 
donl les soniniels sonl <Of - coji, coi • — 0)4 -j- co.,, — coi — 

<[ui est syinetrique par ra|)|>orL auv axes des quanUL<5s reelles cl 
purenient iinaginaires, L’d{|ualiou (on u^yrjzpa adniet deux ra- 
einoH si tildes dans cc tcclungle, figun^es par deux points 
trl(|u<^s par rapport au point o; (die admel par consckitusnl une ra- 
cine dans le rc^elanglc (U) donl les sommeU sent Oi — 

(i>j4, • (Oj, ; (u^lle raeinc csl unique si olio <^st ligur^e par un point 

ifUeriiUir k (U); mais si la raciim u csl uu point du p<5rim(ar(i 
dc (K), Ic point td «ym<Uri(|uc dc a par rapport a Paxc des quan- 
tilfsH j'eclIiJH sera encore uiic racinede f6<juation;/^ puis([uc 

Pon aura alors, suivant le cdtc oCi s(* irouvc le point Pune des 
trois egalil(5s a \-id r i o, //- -id 4 lAti).), a 1 td ^ - awi ct, dans 
tons IcvS CUB, pid ^ !.pa a et id (JtauL iniaginaires conjugu^s 


(< ) Volt SauwAHTJt, FormtiittH, etc,, art. 51, 
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ainsi que les quanlit^s 4gales pu, pu', y esl forcumenl reel. On 
pr^voit ainsi que I’image sur le plan desy du rectangle (R) du 
plan des u remplira tout le plan desy ct que rimage du pdrimiilrc 
de (R) se fera deux fois quclque part snr I’axc des quanlilds rdellcs. 

Dans le plan des k, I’axc des quanlilds rccJlcs pai tage le rec- 
tangle (R) on deux rectangles (Ri), (Ra), symdlriqucs par rapport 
a cel axe ct donl les images scront, dans Ic plan des y, aussi sy- 
m^triques par rap])orl a I’axc des quantilcSs rdcdics. Nous dd.signc- 
rons par (Rj) Ic rectangle sited <lans la rdgion supdrieurc du plan 
des u : scs soraracla sonl les points o, <0|, <03. vSuivant 

quo Ca cst posilif, nul, ou ndgalif, labasedccc roclangde sera plus 
longue, dc mdrac longueur ou plus coortc quo sa hauteur, l/inuige 
de ses cdlds, pris dans I’ordrc adopld pour les soinmcls, de fa<;oii 
que son pdrimdlrc suit parcouru dans le sens direct, so fail dvi- 
demment sur les segments -H 00 e, ... rta, ea ... e.,, e,i ... ■ 00 

dc I’axc des qu anti teis rcellcs du plan des y, Au reeianglti (ll() 
buhslituons uno figure (S,), qui cii diirdre inlinimcnt peu, (dtUiiiuo 
endderivant dc chacun des sonmiels de (R,) eomine cciilre, aveci 
tin rayon mfiniment petit, un ([uarldo ocrclc silud dans I’inldrieur 
du rectangle ol en suppriinaul de (R,) les pelites parli<(s liiuitdes 
par ocs (|uarts do ocrcic; la figure (S,) a huil edlds, (piulro reeli- 
ligncs cL quatre circulaircs, IjU fonelion j/ « »iu a’annule cl ne do- 
vient inlinie ni sur Ic contour de (S() ni it I’inldrieurj Ic prineipe 
de la couscrvalion do.s angde.s s’appliquo done sans restriction il In 
rt'prdaonlalion conformc dc (vSi) par la forniule y pit. Suppo- 
Hoiis ([uo le point a parte <lu sonuncl dc (S|) situd sur I’axe des 
c|uantiLds rdtdles, dans Ic voisiiiugo do o, puis dderivo Ins liuil cuHds 
du contour do (S,) duns le sens direct; suivons Ic niouvernoul eor- 
rcspondanl du point y. pu. ll partira d’lin point irifinitnent 
dioignd, vers -1- 00, dc I’axo des (luaultlds rdtdlos et sc mouvrn sur 
ectaxe cn so rapprochanl du point sans y [larvetiir, ddcrira up- 
proximulivement, aulour du <f( commoeenlroj un domi-oerele in-* 
(inimeat petit, siUid dans In rdgion infViriuurc du plan, se ntouvrs 
sur I’axc du-s quanlilds rdclles on sc rapprocliiinl de r'a sans Tat- 
tcindre, ddcrira approximativernont, aulour do Ca oomme centre, 
uu (huni-ocrclo infiniment pelit siluu dans la rdgion iufdrieun! du 
plan, sc niouvra sur I'axf! <lcs (juaniiuis rdolles en so rapproeUant 
de ff» sans i’atloindre, ddcrira enooro approvttnulivciiiotib RUloitr 
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de ^3 comme centre, tin demi-cercle infiniment petit situ^ dans la 
region inferieure du plan, recommencera a se mouvoir sur Faxe 
des quantiles rdclles jusque vers — oo, cL ddcrira enfin approxima- 
tivement, dans la region infi^rieure du plan, nn demi-cercle de 
rayon infiniment grand, de centre o, qui ira rcjoindre le point de 
depart vers H-oo. Dans Fimage, les mouvemcnts rectilignes cor- 
respondent aux c6t^s rectilignes dc la figure (S^) et n'ont pas bc- 
soin d’etre expllqu^s davantage^ les mouvemcnts circulaires ap- 
proximalifs correspondent a la description des c 6 t( 3 s circulaires 
de (Si); qu’ils soient lets que nous Favons dit, e’est ce qui rd- 
sultc, pour les trois premiers, de ce que le ddveloppement sui- 
vant les puissances dc u dc la Ibnction paire — Ca 

commence par un tcrinc cn pour Ic dcmi-cercIc infiniment 
grand, dc ce que le ddvoloppcmcnt de j)w commence par 

Dans Ic mouvoment, Ic contour dc Fairc infiniment grande qui 
reprdsontc (Si) csL decrit dans le sens direct comme le contour 
dc (Hi). U on rdsultc qne si Fon considdre nn point silud i 
I’intdricur dc Fairc epu forme Fimage de (S^), le vccLcurqui va 
dc oc point point molnic y qui ddcrit le contour dc cctte 

image, toiirnc dc quand Ic point u ddcrit Ic conLotir dc (Hi); 
on on condul, cn ralsonnant comme au n" 508 , quo Fdqualion 
(cn admciunc racincctunc scale fignrde par un point 

iutdriouj'u (H|), cc qui cst conformc ilcc ((ue Fou a dit au ddbul. 
On voil done que Fimage do (Ri) sc fait sur la moilid infdrieurc 
du plan des y; le ])driindtrc d(s (Hi) a son image sur Faxo dos 
quanlitds rdollcs : cc pdrimdlrc fail panic do la figure (Hi); nous 
convioy)drons dc regardor les images des cALds qui vonl dc (Oi k 
0)1-1- (Uu, do 0), ‘1-0)3 i\ 0)3, dc 0)3 k o, comme se faisanl sur los 
bords i/? /(Itiejitfi des portions dc ooupurc qui vont de Ci k de 
k dc (in k ~oq; quant au cAld qui va do o k 0)^, son image est 
sur la portion non ooupdc de Faxe des quaniilds rdollcs. La fono- 
tion utgpy cst alorsddfinio sans ambigultd pour tons les points j(/ 
de la moitid infdrieurc du plan des y, y compris Icsbords infd- 
ricurs den coupures : sa valour cst colto racinc unique, ddfinie 
plus haul, dc Fdquation ytssi pa, racine figurde par un point du 
rectangle (Ri) ou do son pdrimAtre. 

L’tmagc du rectangle (Ra) sc fait symdtriquoment surla partie 
atipdriowo du plan des y et pormet de conspldter k definition de 
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la fonction arg py. Les images des cotes qui vonL de k — cOg, 
de 0)4 — 0)3 k — tos, de — 0)3 a o, se font siir les bords stipe- 
rieurs des portions de coupure qui vont dc Cj^ a Co, do a <?3, dcc^t 
a — 00, en sorte que les bords supdrieur et infericur d’uiio con- 
pure sont les images de deux points difldrents. On a precisdincni 
inlroduit les coupures pour quo les points du plan des u siluds a 
rintdrienr ou sur le perimelrc du rectangle des ]>dnodos (K) el 
les points du plan des y sc corrospondissent d’linc faeon uiti^ 
voque, 

892 . Les proprictes dnoncdcs de la fonction arg py sont main- 
tenant dvidentos; cllc esl bolomorpbo dans Ic plan ooupd <m vcjrtu 
dc la tbdoric des fonctions implicites (note i, n^ 357). (^ueUjues 
aulres propridtes dc la mdme fonclion sc ddduiscnl imniddiale- 
ment des remarques suivantes. 

Les paralldlcs aux cAlds du rectangle (R)ont pour images, dans 
Ic plan desy, des arcs dc courbes alg^*.hvi(jaes^ oomrnc il rdsultc 
de la formulc d’addilion do la fonclion pu, (Honsiddrons on parli- 
culicr, dans Ic plan des le segment do droitc cjui va dc 0)4 -1 1 <1)3 
k |ci>3; il partage le vccianglo (II/) en deux rectangles (/“<), i r^) 
dont le second repose sur I’uxo d('s (juantilds rdelbis. 

La premidre fornude (LX4), eri y supposanl a • H el en y fai- 
sant i( r= ^ 0)3, (loune 

\/p {u — ^ W3 ) O3 y/j) * 1 ][ <03 ) " A* (<?i * ifjj ). 

Si cst rdcl, les deux factenrs qu! figurenr dans le prcmi<u‘ 
membre sont conjuguds ; lour produtl reprdsento la distance du 
point i*ci)3)au point 03, distance qui ost conslunte en 

vertu de Tdgalitd indmc; Ic point ^>(///4“ i (03 ) osL done sur lo 
cercic (ca) do centre ot de rayon A*(^f| — ; les points C|, i*^ 

scmi s}'mdtriqucs (n^* 5 ?) 9 ) par rapport k ce ccrcle; lorsqne varuj 
dc iOi do, lo point u * ddorit dans le plan des ii le seg- 

ment considdrd, et sou imagey ? ..pu dderit, dana le plan y^ 
du point p 03 -1- -- 03) au point q : ^ A’(o,, la 

moitid du cercle (ett) situdo au-deasoiis de Faxe des qiiantiids 
rdollos, puisque u m mout dans (II*), I/image dc (n) m fait h 
Fintdrieur do co demi-ccrcic, oellc dc sur la rdgion du demi** 
plan infdriaur qui est en dehors. Ddsignons par (ra), (r^) les rec- 
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tangles qui, dans le plan des w, sont, par rapport a Paxe des quan- 
tiles r^elles, Ics symetriques des rectangles (z'o), (r^ ) ; lenrs images 
seront, dans le plan des symetriques par rapport a I’axe des 
quantites reelles des images de ces derniers rectangles; Timage 
du segment qui va de — 3 g>3 R — ^ ^3 se fait sur la moitie su- 
p6rieure du ccrcle (^3)* En representant par o)^ ^ H- 033 la valeur 
de argpj/, | [ sera inferieur ou superieur a suivant que y sera 

exterieur ou interieur au cercle (^3)* On dcmontrcrait de m^me 
que Pimage du segment qui va de 4 G)^ — 033 a ~(o^4-o33 est un 
cerclc(e4) dc centre e, et dc rayon — ^3); suivant que Ic 

point^)^ cst exterieur ou int< 5 rieur a ce cercle (Ci), [ t\ est inf^rieur 
ou super icur a 


593 . Uc l’( 5 galitc 


V/Y 


€/y 


py, 


I oil Ic chemin qui 

3i * ' V Y 

va do yx i\ y^ no traverse pas dc coupurc ct ou s/Y a Ic sens pr(5cis<5 
au d<5l)ut, a pour valour — argj);^^,. Cc rdsultat subsiste 

si le chemin d’intdgration suit le bord (Pune coupun^, sans la tra- 
verser. 

Si le chemin d'iutcgration traverse la coupurc, nous convien- 
(Irons dc cldsignor encore, ea chaepui point do cc (jhemin, par y/Y 
la fonction doy^ holomorphe dans le plan coiqxi des jk, d(5linieau 
d(U)iit, landis que nous (](5sigucrons par y/Y la fonction ohtenue 
pat continuation, lo long du chemin d’inuigration, dc^ la fonction 
<pii coincide avoc \/Y au chUnit do cc chomin. Si colU3 fonction \£Y 
coincidait avoc y/Y avant dc traverser uno coupurci, on aurait nd- 
ccssaircmcnt y/Y " ' ’'•"y/Y aprds avoir traverscS ceitc coupurc, et 

inversemont. Ihnir (Walucr PinKSgralc ( - * » prise Ic long d’un 

chtunin ({uclconque, qui pent traverser un nombre quelconque dc 
(bis Ics coupures et qui va (Pun point quelconque du plandosy 
k un point quelconque y^ do cc plan, sans passer touiefois par 
le$ points ea, ^ 9 , il suffira de fractionner le chemin donnd on 
parties qtii rosfcent ohacune dans le plan coupd ei d^bvaluer sdpa^ 
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r^ment chacune des parties correspondantes en remplagant, sui- 

vant les cas, par ou par — \/Y. 

Supposons, par exemple, que le chemin d’integ’ration traverse 
une senle fois la coupure de bas en haul en un point a. Nous dis- 
tinguerons les deux points a', a!' qui coincident avec a, mais qui 
sont situ6s le premier sur le bord inftrieur, le second sur le bord 
supdrieur de la coupure, et nous aurons 



r’ f 


^ r 

dv 

L ~^/i ■ 

Ju X 


) — y/Y «/a" 

. -s/t 


oi I’on doit prendre le signe inf^rieur dans le cas seulement oCi 
I’on traverse la coupure entre e* et 63. On aura done, en obser- 
vant la mfime r^gle pour les signes, 



= (argpa'iargpa",) - ( argpjri ± argp^j;; 


d’ailleurs la premiere parenth^se se r^duita aco,, 20)3 ou o, sul- 
vant que a est entre et et Co, et e^, 63 el — 00. 

Nous nous conlentODs de signaler les r^sullals suivanls, quo 
I’on peut d’ailleurs lire sur la figure (A), 



la seconde el la troisiemc inl^grales dlanl prises sur le bord in/^- 
rieur de la coupure. Si on Ics prenait sur le bord supdrieur dc la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 

Ces formules peuvenl 6tre encore dcrites sous les formes 


(cxxx) = 

4 |/y| 



= w„ 




Pour ^3 == o (ea = 0, €3 — — et, = |), on a cn pariiculicr 
“4 = formde paries quatre points 0, to,, wH* Wsj 

est un carrd. 
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II — Evaluation des int^grales de la forme 

r ^ 

J — /ir— eiMl'— «*>(>■— 

prises le lon^ d’un cliemizL quelconque, dans le cas oix est im 
nombre reel et oti ei, sont des nombres imaginaires conjugues. 


S 94 . Supposons maintenant que deux des racines de Y soient 
imaginaires. Reprenant les notations du n® 86eO, nous suppose- 
rons ej = A -h B £, ^3 = a — b/, 62 = — 2 A, B o ; CJ^)^ et cos'sont 
formas comme on I’a explique dans le meme nuinero, et sont des 
quantites conjnguees; on les calculera an moyen des Tableaux 
(CXXV ) ov (CXXVI^. Les quantites s/e^ — , s/e^ — ^3 sont aussi 

conjugiiees, comme iL rdsulte, si Ton vent, des formules (Xle). H 
est aise de verifier que les signes de la partie r^elle et du coeffi- 
cient de i dans y/Y ne peuvent changer que sur Taxe des quantites 
r^elles et sur I’hyporbole (H) qui, cette fois, passe par les points 
Cif 63, Ces signes sont indiqu^s sur la figure (B) du Tableau 
(GXXXI), en supposant y/Y > o pour les grandes valeurs posi- 
tives dejK- La figure (B) correspond au cas ou ^2 ete2 sont posi- 
lifs; les modifications relatives aux autres cas n’^chapperont pas 
au lecteur; si en particulier ^2 ^tait nul, rhyperbole (H) se d^- 
composerait en deux droites passant par I’origine et Inclin^cs de 
60® el de 120® sur I’axe des quanlit^s positives. 

Dans le plan des jk? dti point e> comme centre, avec un rayon 
dgal k la quantity positive y/e2 — ddcrivons un cercle 

que nous d^signerons dans ce qui suit par (e^); il passe par les 
points et rencontre I’axe des quantites r^elles en un point m 

situ6 entre cl +00, et en un point situ6 entre 62 et — 00. 
Observons de suite que Ton a, en vertu des Equations (XVL), (VII9), 

m iL-a ea H- /aT— gi /gg — ^ = p ? 

>n'= «s “ /es ^ <s» = p ^ . 

Prati9[UOJi5 une coupure allaat de e* le long de ce cercle, en 
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to 

passant par le point m, puis le long de I’axe des quanlites r6elles 
de m a — oo. Le bord superieur de cette derniere coupure de — oo 
a m sera suppose continue par le bord interieur de la coupure cir- 
culaire de m a Ci ; le bord exterieur de la coupure circulaire va 
sans interruption de a 63; le bord interieur de la coupure cir- 
culaire de ^3 a m est continue par le bord infe^rieur de la coupure 
rectiligne de in k — 00; le bord de chaque coupure est regarde 
comme faisant partie de la region da plan qu’il limile. Dans le 
plan coupe, y/Y est une fonction holomorphe de j". 

II existe une fonction que nous designerons par arg pjK el qui 
jouit des proprietes suivantes : elle est holomorphe dans le plan 
coupe; en tout point de ce plan on a 

P(argpj^) = j; 

sa deriv^e est — ^ en designant pary/ Y la fonction holomorphe pr^- 

cis^e plus haut. Quandyn’est pas sur une coupure, on pent mettre 
arg py sous la forme \ (co^+ cos) t -j- (033 — CL)^) ou t el sont des 
nombres I'eels vejrifiant les conditions o <C t <^i, — i < i ; 

est toujours de signe contraire au coefficient de i dans y. 
Quand y est sur la coupure circulaire, arg py peut se mettre sous 
la forme j + W3) -f- (033 — to,) ; ti est compris entre — 1 ct 4 
lorsque y est sur le bord ext6rieur de la coupure; ti est compris 
soit entre — Jet — i , soit entre - i lorsque y est sur le bord 
interieur de la coupure suivant que y est dans la moilid supd- 
rieure ou infcSrieure du plan; en deux points qui coincident, 
mais sont sur deux bords opposes, la somme des valours dc Ci est 
egale k ±1. Quand y est sur la coupure recliligne, argj 3 jK pent 
6tre mis sous Ja forme qz (033 — a3<) + | (o3^ + 033) ou sous la 
forme 1^(033 — 03<)^2? suivant que ^ est compris entre m ct <>2 ou 
entre et — co; on doit prendre Ics signes sup^rieurs ou inf<5*- 
rieurs suivant que y est sur le bord superieur ou infdrieur; ^2 ost 
r^el, compris entre o et i; en deux points qui coincident, mais 
sont sur deux bords opposes, lesvaleurs de ^2 sont les m6mes. En 
se reportant au Tableau (CXXIXa^,) on pent done calculer dans 
tous les cas, sans ambiguity, Ja valeur de argp^ connaissant la 
valeur de y. 
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595 . On arrive a ce resultat en etudiant Timage obtenue dans 
le plan des par la transformation yz=zpu^ du rectangle (R) 
dontles somniets sont — CO3), 4(3^0,} — W3 — C0i,6)| — 0)3, 

rectangle dans lequel I’equation (en u) pii — y = o admet line racine 
qui, en general, est unique; si toutefois cette racine est figur^e 
par un point du perim^tre du rectangle, le point symetrique par 
rapport a Faxe des quantites reelles est aussi une racine. Ceci re- 
suite aisement de ce fait, que le losange dont les sommets sont o, 
2o>^, 20)4 H- 2CO3, 20)3 est un parallelogramine des p^riodes, et de 
ce que la function pu prend des valeurs 6gales en des points sy- 
metriques soil par rapport k coi, soit par rapport a CO3. 

L’axe des quantites reelles du plan des u s^pare le rectangle (R) 
en deux rectangles (R0» (1^2) dont le premier est siLu6 au-dessus 
de Faxe; les images de ces deux rectangles etant sym^triques par 
rapport a I’axe des quantites reelles du plan desy, il suffit d’^lu- 
(Her Fimage du premier. On substitue, a cet effet, a ce rectangle 
(R<) une figure infiniment voisine (Si) que Fon obtient en decri- 
vant ^ Fint^rieur de (Ri), avec des rayons infiniment petits, des 
points o, (1)3 — ti>i et 01)3 comme centres, d’une part deux quarts de 
cercle, de 1 ’autre im demi-cercle, et en supprimant les petites par- 
ties de (Ri) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La 
figure (Si) a bait c6t^s, cinq reciilignes, trois circulaires. Dans 
cette figure et sur le contour, les functions pu^ p^u sont holo- 
inorphes, la seconde ne s’annule pas. Supposons que le point u 
parte du sommet de (Si) infiniment voisin de o, situ^ sur Faxe 
des quantites reelles, puis d^crive le contour de (Si) dans le sens 
direct. Son image jk = p w, dans le plan des y, partira d’un point 
voisin de -f-00, sur Faxe des quantites reelles et suivra d’abord cet 
axe jusqu’au point m. A partir du point m, Fimage y== se 
mouvra sur le cercle (e^) ainsi qu’il r6sulte de la formule 

y ^ M — <32 ^ P It't j — ^2 =: rn^e^, 

qui montre qi;e la distance du point pt^ au point reste constante 
tant que le point u est sur la perpendiculaire k Faxe des quantites 
reelles men^e par |(a)|-+-co3) ; quand u d^crira le c6t6 de (Si) qui 
va de ^ tin point voisin de (03, le point jK = pz^? partant 

de m, suivra le cercle (e^) en descendant dans la region mf^rieure 
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du plan desjK? comme il resulte da principe de la conservation 
des angles, et s’arrfitera en un point voisin de ^3. Le point u de- 
crivant ensuite le petit demi-cercleautourde <03, son image 
ddcrira approximativement un petit cercle autour de en tour- 
nant dans le sens indirect, comme il resulte du ddveloppement de 
suivant les puissances de Le point u decrivant le 
c6te suivant de (S^), son image remonte le long du cercle (cj) de 
^3 a /w, en sorte que les images des trols cotes de (Si), qui relienl 
4(o>f-4-o>3) a 4(3a)3 — cO|), forment un lacet a tige circulaire. 
Quand u ddcrit le c6t^ qui va de 4(3a)3 — o),) a un point voisin 
de 0)3 — CL)^, son image va de m a un point voisin de ^2 sur Faxe 
desquantitds reelles. Quand u d^crit le quart de cercle autour de 
0)3 — son image ddcrit approximativement un demi-cercle in- 
finiment petit, de centre eo? en restant au-dessous de Faxe des 
quantitds reelles. Le c6Le suivant a son image sur Faxe des quan- 
titds rdelles, d’un point Yoisin de ^2 a un point voisin dc — 00. 
Enfin le dernier c6td, le petit quart de cercle, a pour image un 
demi-cercle de centre o, de rajon infiniment grand. 

Il serait ais^ de reconnaitre que Fare du cercle qui va de 
k m’ est Fimage du segment qui va de 0)3 k 4(^3 — ^i)- 

En r 6 p 4 tant le raisonnemenl du n‘‘ 508 , on veil maintenant que 
Fimage de (R|) rempHt le dcmi-plan des au-dcssous de Faxe 
des quantit^s readies. L’lmage de (R2) remplit done Ic domi-plau 
an-dessus* Ainsi Fimage de (R) remplit le plan toutenlier. Il con- 
vient, pour la continuity, de regardcr les images des portions du 
pyrimfetre qui vont de o ^ CO3 — toi et dc o ^ cn, — CO3 comme sc 
faisant respectivement sur les tords infyrieur et supcSricur de la 
coupure rectiligne qui va de — 00 a Co ; les images des cdtds qui 
vont de (03 — (J0^ ^ (StOs — cO|) et de — <03 J (3 coj — 0)3) comme 
se faisant sur les bords infyrieur el supyrieur dc la coupure x'ccli- 
ligne quiva de^e2 km; les images des portions de c6ty qui vont dc 
4(3(03 — (Oi) i (03 etde |( 3 (o^ — (03) k 0x4, comme se faisant sur le 
bord intyrieur de la coupure circulaire qui va de m k 63 el de m 
k ei ; enfin les images de la portion de c6ty qui va de (03 k €04 comme 
se faisant sur le bord extyricur dela coupure circulaire qui va de e$ 
k 64. Cette description suffit, ea raisonnant comme au paragrapbe 
prycydent, k justifier la proposilioti annoucye; elle montre lany- 
cessity d’introduire les coupure^ considyryes, et doune les ronsei- 
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gnemenis essentiels sur les valours qiie prend la fonction argpy 
sur les bords des coupures ( * ). 

596. Les conclusions sont analogues a celles du paragraphe 
precedent et I’on obtient aisement les r^sultats suivants : 

dy _ C02 dy __ dy — cdi 

•Jrn ^ — v/^ 


{}) Des considerations toutes pareilles s'appliquent k la determination de Tin- 
f* cljc 

2grale j —j=y oii X — (i — a:-)(i — Ar-o?^), prise le long d^un chemin determine, 


lorsque A^est reel et plus petit qiie i- Dans le plan des ;2?on pratique deux cou- 
pures le long de I’axe des quantites reelles de - 4 - 1 i H- 00, de — 1 k — 00. La fonc- 


tion y'X assujettie <^tre egale k 1 pour a 7 = o est alors definie sans ambiguitd 
dans lout le plan, y compris les bords sup^rieur et inf^rieur des coupures. Si I’on 

iK.' 

considere la fonction sn (m [ t) formee au moyen de la quantity t ? oil K 


et IC ont le sens pr^cisd au n» 521 , il existe une fonction que nous d^signerons 
par arg sna? qui jouit des propri^tes suivantes : elle est ddfinie pour toute valeur 
de X appartenant au plan couptS; en tout point de ce plan elle v 6 ri fie la relation 

sn( arg snip) *=£17; sa ddrivde est -L; on peut la mettre sous la forme 

y X 

Oil t et t' sont des nombres r^els compris entre — i et -4-1, et respectivement de 
m^mes signes que la partie r^elle et le coefficient de i dans x. Quand x n^est pas 
sur une coupure, t et t' sont diff^rents de ±1. Quand x est sur la coupure de 
droite, argsna? est de la forme K it ou itiK'n-K^i, suivant que rr est 

entre i et ^ ou entre ^ ct •+• oo; on doit prendre le signe sup^rieur ou le signe 
A rC 

inf^neur suivant que x est sur le bord sup 6 ricur ou sur le bord inf^rieur; est 
r(Sel compris entre o et i ; on a, en particuher, 


arg sn i r= K, 


arg sn ^ = 


zber-hK; 


les valours de pour deux points qui coincident, mais appartiennent k deux 
bords difftironts, sont 6galcs. Quand a? est sur la coupure de gauche, argsna? est 

de la forme — K=t: iK ' ou dt 4K'— Kjft? suivant que x est entre 1 ct — - ou 

entre — ^ et — 00; la signification de la r^gle des signes rcstent les m6mes; 
on a, on particuUer, 

^ = -Kd=iK'. 

On paryient k oe r<Ss'uliat en faisant Timage, sur le plan des x^ du rectangle du 
plan des u dont les sommets Sont les points ±; K it iK', image qui se d6duit p?ir 
sym^trie de cdle du rectangle dont los sommets sont o, K, K-h tfC'. 

II est mainienaht clalr que, si I'on se donnea?, on poum calouler arg sna? sanS 


arg sn (-* 1) w — K, 


arg sn ( 
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i4 

les deux dernieres integrales etant prises le long des bords inte- 
rieurs de la coupure circiilaire; 


‘ dy CO2 

X -/Y ~ 

0 U 5 dans la seconde intdgrale, 
de la conpure rectiligne; 

V*' dy 



le chemin suit le bord inferieur 


Dig OU COi — tl>3, 


suivantque est positif ou negatif ; dans cette derniere <5galil6 les 
valeu'rsde\^ se d^duisent par continuation de la supposition 
y/Y — pour les points jk du chemin d’int^gration silu 6 en des- 
sous de Faxe des quantiles r^elles. De ces formulas, on d^duil sans 
peine celles du Tableau (CXXXl); toates ces formules se lisenl 
d’ailleurs sur la figure (B) da in 6 me Tableau. 


III. — Substitutions lineaires permettant de transformer 

dz dy 


en 


v/A^^-h 6G4;2-t- 4D;5 h- E — gz 


597. Nous aliens montrer maintenant comment toule diff('Tcn- 
dz 

tielle de la forme ou Z est un polynome quelconquc du troi- 
si^me ou du quatri^me degr^ k racxnes in^gaies, se ramesne k une 


diflf^rentielle de la forme 


dr 


VY 


, oi'i Y = — ^ 3 , par 


une substitution lin^aire ddfinie par I’une ou I’aulrc des formules 


ambiguity k Vaide des s6nes (CXXVIh), pourvu que, quand a; est sur unc cou- 
pure, on disc sur quel bord il se trouve. II r(5sulto de la thdoric des foncLious 
iwjplicites que arg sua? est une foncLion bolomorphe dans le plan coupii dos «?. 
Les cons<Squencos de ces propositions, pour le calcul des intcigrales de la £orm4S 

/ od X - (j — 55^) (i — 0 < < i, sont toutes scmblabics a celles qui 

ont 616 d<5veloppdes dans lo texte pour les int<$grales de la forme 
lecteur les ^tablira sans peine. 
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equivalenles de la forme 

- 4 - p o — P o ^ ao — 87 

“ yy -ho^ — y:; -i- oc~~ — -f- ay’ 

ou a, p, Y? ° sont des constantes telles que ao — different 

de z6ro. Par ces forraules, les points da plan des y el ceux da plan 
des se correspondent d’une fagon univoque. 

Nous reunissonsj dans ce qui suit, quelques proprietes geome- 
triques importantes de cette correspondance, grace auxquelles le 
lecteur n’aura aucune peine a 4 tablir les r^sultats ult^rieurs. Nous 
supposoDS Y different de o, sans qubi la correspondance se rddui- 
rait a une similitude. 

Nous design erons par T et S les points respectivement situes 
dans le plan des et dans le plan des jk dont les affixes sont - et 

le point T correspond k y =00^ le point S a = co. A Lout 

cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond 
iin cercle du plan des y^ cercle qui passe par S s’il correspond k 
une droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T 
correspond une droite du plan des y^ laquelle passe par S si elle 
correspond k une droite. Ces propositions resultent de ce que la 
formule de transformation peut s’^crire 

y — ri . yz — .ri ___ ^ 

‘ yz—y^ ^ — ^2 ’ — -^ 2 ’ 

en d^signant par JK25 JK3 les points du plan des y qui corres- 
pondent aux points z^^ Z2, ^9 du plan des z, lesquels peuvent ^tre 

pris arbitrairement. Si I’argument (trigonom^trique) de —7“^ 
reste constant, en sorte que le point z d^crive un cercle passant 
par les points ^2, Fargument de restera aussi constant, 

et le point ddcrira un cercle passant paries points t)e 

m6me, si la valeur absolue de - — ^ reste constante, en sorte que 
ie point 2 d^crive un cercle par rapport auquel les points Sa 
soient sym^triques (n® S 59 ), la valeur absolue de ^ restera 
constante, en sorte que le point y d6crira un cercle (ou une droite) 
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joar rapport aiiquel les points seront symetriques. La trans- 

formation precedente conserve done la sjmetrie des points par 
rapport aux cercles et aux droites. La m^me conclusion resulte 
ais^ment da principe de la conservation des angles et de la consi- 
deration du faisceaii de cercles orthogonaux a iin cercle qui 
passent par deux points symetriques par rapport a ce cercle. Le 
centre d’ltn cercle et le point oo de son plan peuvent ^tre regardes 
comme symetriques. Si done on designe par (C) un cercle ou line 
droite du plan des y, par (D) le cercle ou la droite du plan des ^ 
qui lui correspond, le centre de (Dj sei'a le correspondant, dans le 
plan des g, du point du plan des y symetrique dc S par rapport 
a (C), le centre de (C) sera le correspondant, dans le plan des r, 
da point du plan des .5 symetrique de T par rapport a (D). Si (C) 
et (D) sont des cercles veri tables, les points S etT&ont I'espcc- 
livement exterieurs tons les deux, ou intcrieurs tons les deux, aux 
cercles (C) et (D) ; dans le premier cas, les parties des plans des r 
etdes z respectiveraent exterieures ou interieures aux cercles (G), 
(D) se correspondent; dans J.e second, la panic intericure i un 
cercle correspond a la parlie exLerieure a I’aiUrc. Si T cst sur le 
cercle (D), (C) est line droite parlageant le plan des y on deux 
r^ions; cclle qui contient S correspond a la region du plan des z 
ext^rieure a (D), Dc momc, si (D) esl line droite el (C) un veri- 
table cerclc, passant necessairement par S, la region du plan des z 
([111 contient T correspond a la r%ion du plan des y cxUricurc an 
cerclc (C). Si (D) el (C) sonldcux di'oiles passant ntjccssaircmcnt 
la premii^re par T, la scconde par S, la corrcspondancc entre les 
points des deux droites cst liomographiquc, cn sortc que, si lo 
points d(5crilla droite (D) toujours dans Ic m6mc sens, cn pas- 
sant par T, le point y sc meul sur la droite (C) en allant tou- 
joiirs dans Ic mfime sens jusqii’au point k rinliuJ dans ccitc direc- 
tion, point qu’il alteint quand arrive en T, passe brusqiicmcnt, 
d<is quele points d^passe T, au point k I’infinl dans Faulrc direc- 
tion et recommence k sc mouvoir dans Ic ineinc sens quo tout 
d’abord. 

Quand lo point z diScrit unc courbe continue qtii ne passe pas 
par T, ce mouvement m6mc ddfinit k ebaque instant la region voi- 
sinc du plan des x; qu’il a ^ sa droite ou k sa gauche; dc mkmo Ic 
mouvement correspondant du point En vertu du principe dc la 
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conservation des angles, les deux regions a droite se corres- 
pondent dans les deux plans, ainsi que les deux regions a gauche. 
Cette remarque s’applique naturellement aux cas qui viennent 
d’etre passes en revue. Faisons encore I’observation suivante : 
si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si Ton fait 
tourner (D) uniformement autour de T, (C) tournera uniforme- 
menl autour de S; les deux revolutions seront synchrones et les 
sens de rotation inverses. 


S98. Par la substitution pr^cedente, 1’ expression differen- 
tlelle^j ou Z est un polynome du troisieme oa du quatri^me 

degr6, a racines in^gales, se change identiquement en — si 


I’on pose 


VY 






(a — 


v/z = _lir±|l!v/z; 

ao — pT 


Y est un polynome du quatri^me degre, qui ne s’abaisse au troi- 
sieme que si ^ est racine de Z ou si, Z ^tant du troisieme degr6, 

Y est nul. 

Si le polynome Z = + 4 Bj 53 + 6C;3--f- 4D^ -f- E est du 

quali'i^me degr^, nous d^signerons scs racines, rangies dans un 
ordre que nous nous resen^ons de specifier^ par;:;,, 
si nous ne voulons pas specifier cet ordre, nous d^signerons par 
[JL, V, p les nombres i, 2 , 3, 4 ranges dans un ordre determine 
quelconque et nous emploierons les notations xrx, z^, Zp pour 
designer les racines. Si A est nul, nous supposerons X==4j et 
c'est la racine zx ou Zj^ qui disparaitra, ou, si I’on veut, deviendi'a 
infinic. 

Nous allons chercher k determiner les coefficients de la substi- 
tution Iin(5aire dc fa^on que Y soit de la forme 4jK^ — g-ij" — gi- 
A cet effet, nous choisirons d’abord une des racines dc Z pour li- 

gurcr k la place de ^ dans la formule de transformation qui lie y 

k Zf afm que Y soit du troisieme degr^ ; si nous d^signons la ra- 
cinc choisie par jSp, nous pouvons ^crii'e cette formule 


7n 

y ^ n' 




T. et M. - IV. 
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6n designant par m et n des constantes. Le polynome Y, ordonne 
suivanl les puissances de y-f- prend alors la forme 


(a) 




ou Zp, Zp5 Zp designent ce que deviennent les derivees de Z 
pour ;s = ^p; il aura la forme voulue — g^y — ^3 si Ton de- 
termine m et n par Jes conditions 





o; 


on trouvera ensuite, par un calciil elementaire, 


^2 = AEh-3G2~4BD, ^3 = AGE4-aBCD — AD2 — 


et g% sont les deux invariants de la forme Z; ils ne dependent 
pas de la racine que Ton a ckoisie. 

Nous rappelons ici la composition des invariants ^3, au 
moyen des racines de Z. Si Ton pose 

B = (- 1 — — ■^^)j M rr • ^C)) N = (:?i -3/,) (^2 -- 31, j), 

on aura ( ’ ) 

L =: M 4 - N 
et 

^(L*+M»-hNs), ^3 = ^(L-i-M)(L--N)(M- N>. 

Si Z = -h 3 6 -h 3 -+- <:/ est dll iroisiemt degriS, on Iron- 

vei'a, pour les invariants ^3, ^3, les valeurs 


g% 


3 


(6’^-- acj, 


^3 = Yj; (3a^>c a^d - 
dz 


[Dans ce cas, Vexpression differcnliclle -^1 se changerait cncoro 
en - -^= j par la substitution entidre y~ on supposant 

y/Z = — ^ y/Y et en conservant pour et ^3 la m6mc signilica** 


(*) Voir par exemple Ic Traiti d*Algibre supdrieure de M. fl. WeJ)Cr, t. I» 

p. %f\'i dc la traduction frao^aisc dc M. Griess. 
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tlon; nous ne parlerons plus de cette substitution enliere, dont 
I’etude n’ofFre aucune difficulte.] 


i resume, si, dans Texpression 


En 

substitution 




iCXKXlh) -p 




1 7' 





jK = 






ou est une racine de Z, cette expression differentielle prend la 
forme j ou I’on a Y = En deux points cor- 

respondants Vj <5, c'est-a-dire en deux points dont les affixes sonl 
liees par la relation fCXXXlIi), les valeurs des radicaiix sont liees 
par la relation 


{Gxxxri>'^ 



Si Ton veut appliqiier les reinarques du 597, on devra rem- 
placer T par Zp ct s par ^ Zp. 

Les racines de Y se d^duisent des racines de Z. Lors- 

que Z est du qiiatricme de^r^, nous designerons respectivement 
par ea, ep, Cy les valeurs de y qui correspondent (au sens prece- 
dent) aux valeurs zi, Zy de z^ le point oo du plan desy cor- 
respondant a Zp. Si Z est du troisidme degr6, nous d^signerons 
par ep, ey les valeurs de y qui correspondent respectivement a 
• ce sont deux racines de Y; on trouve d’ailleurs aisement 


^ rgn ^ iir N 

la Lroisieme racine de Y apparait sur I’expression (a) de Y, ou 
Ton doit supposer Z^' o ; elle est — /z = ^Zp = S ; elle corres- 
pond au point oo du plan des xj. 


599. Nous supposerons desormais que les coefficients de Z 
sont reels; il en sera de m6me de ^ 2 , sim^me on a employe^ 
uue substitution imaginaire. On a d^s lors, en faisant se corres- 
pondre les valeurs de y el de ainsi que les chemins d’int^gra- 
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tions et les valeurs des radicaiiXj 

dz dy „ , 

I 71=1 


pourvu que Je chemin d’int^gration relatif a la variable y ne tra- 
verse pas de coupure dans le plan des y . II est bien natnrel de 
tracer dans le plan des 5 des coiipures qui correspondent k celles 
du plan des y, elles seronl les images, dans le plan des z, des c6t4s 
du rectangle (R) du plan des u, resultant de la transformation 


1 7 ' 


pu- 


-Z" ’ 


et elles permettront de se passer de la variable interm^diaire j/- 
Dans le plan des z coupe, \/Z sera d’ailleurs une fonclion holo- 
morphe de definie, en lei point que Ton voudra, par la for- 
mule (CXXXIl 2 ),ou y/Y a le sens qui a ete prdcis6 dans les para- 
graphes precedents. A la verity, dans les applications, c’esl la 
determination de y/Z qui est donnec, cl I’on en deduit cello dc y/Y 
par la formule (CXXXII 2 ); si la determination ainsi obtenuc pour 
y/Y est conlraire a celle qui a 6te preclsee dans les paragraplics 


precedents, la valeur de 



sera egale k avgpy — argpj/^ 


La construction des coupurcs (rectilignes ou circulaircs) du plan 
des z n’ofFre axicune difficulte : il suffira, dans les dilFercuLs cas, 
de se reporter atix proprietesgeometriques que nous uvonsreunies 
au n'’ 897, et nous nous contcnierons d’expliquer nos notations cl 
d’enoncer les resultals cssentiels afin dc rendre inlclligiblcs les for- 
mulcs et les figures de notre Tableau dc formnles. 

Observons encore, on gendral, qu’on pout choisir arbilj'aircmcnt 
la racine ,Sp qui figure dans la formule de Irans forma lion, main 
qu’il y a a vantage, quand on n’envisage quo les valours redlcs 
de;5 qui rendent Z positif, k clioisir une subsliuition rdollc (‘,1 telle 
cjiie les valeurs correspondantes de y soient supericurcs aux ra- 
cines redles de Y, afin que les valeurs dc argj^jK soicnl rddlcs; 
on verra que cela est possible, sauf dans le cas ou les racincs deZ 
sonL louLes les quatre imaginaires. Dc m6mc, si Fou considerail 
les valeurs r^elles dc z qui rcndcnl Z ndgatif, il y aurait int<S- 
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r4t a choisir la substitution de facon que les valeurs correspon- 
dantes de jr fussent inferieures aux racines reelles de Y, de facon 
que argjDj'- fiit purement imaginaire. 

On pourraitj dans ce qui suit, suppx^ser que dans Z le coef- 
ficient de la plus haute puissance de ^ est positif, car si la func- 


tion \/Z est bien definie, il en sera de m^ine de la function 

y / — Z = i\JL\ si done, le long d’un chemin determine, on sail 

/ dz 

y- : - " > on saura efFectuer, le long du meme 

sj— Z 

chemin, I’integrale 


IV. — Cas oii A est nul. 


600. Examinons maintenant les differents cas. Supposons d’a- 
bord que Z = az^ -f- . . • suit du troisi^me degr^; nous suppose- 
rons a o ; s’il en etait autrement, on pourrait utiliser la remarque 
precedente; mais il vaudrait mieax, ici, commencer par changer z 
en — z. 

11 y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines 
de Z. Si ces racines sont reelles, toutes les substitutions seront 
reelles, ainsi que les racines de Y; si Z n’a qu’une racine r^elle, 
il y aura tine substitution reelle par laquelle correspondra, a la ra- 
cine reclle de Z, une racine I'eelle de Y; les deux autres racines 
de Y seront conjugu^es. 

Pla<^-ons-nous d’abord dans le cas ou les racines de Z sont reelles 
et d^signons-les par Zi , z-^, Z 3 en supposant > z^'^ z^; on sup- 
pose aussi, comme d’habitude, Ces suppositions, 

jointes aux relations, bien aisles a demontrer, 

a . . a . . 

ec/L — ~ ecu — ^ (-3p — 

oil la corrcspondance entre les deux syslSmes de racines est celle 
qui a dt6 expliqu^e n° 598, permettent de montrer que Ton a n^- 
cessairement a p,. p = v, y — P- A,ux points 00 , du plan 

des z correspondent les points ep, ey, 00 du plan des y. Cette 
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correspondance est donnee en detail par le Tableau saivant ])Oiu* 
les differents cas p = t, 2, 3 . 


a ^ 0. 

P = I. 


p 3 . 

>3 = 00 

II 

y = e 2 


II 

y^ 62 

r — ei 

y^zp CO 

Z — <30 

y = ez 

jK = dnee 

jK = Cl 


>' = q;ao 

y ^ ^3 

y ^2 

<3—00 

y = &i 

y = ^2 

y — 

Sgn Z'p 

-t- 

— 

* - 1 - 

i 


La premiere colonne verticale contieni les valeurs — 00, ^2? 

-4- 00 de 5 rangees par ordre de grandeurs croissanLes; cn face 
Je ces ■valeurs, dans les colonnes suivantes (jui sc rapportenl aitx 
diverses valeurs de p, sent placees les valeurs corrcspondanlch 
dey; les signes qi: 00 que Ton trouve pour p =-«= i cl p = 3 parmi 
ces valeurs signilient que, croissant, y, qui decroit cu general, 
passe brusquement de — 00 k -f-oo quand z iravcrse la valcur : 3 p; 
le signe ±00 du cas p = 2 signific au contrairc ([uc ([ui croil 
cn general avec -c?, passe de ~|-oo a — 00 quand traverse la va- 
leur Le Tableau donne enbn le signe do Zp n( 3 ccssalrc [)oiir 
d^duire la definition de \/Z de celle de ^Y. Les images dcs di- 
verses portions de coupure du plan des y sc faisant, dans Ic |)lan 
des z, SLir I’axe des quanlites rdelles, s’apcreoivent iinm( 5 diate- 
mentdans les differents cas. Pour p = i ou 3 , la moitie siipdidcnri* 
du plan des z correspond k la inoitie inferieure du plan desy; 
pour p = 2, les moilies sapdrieurcs des deux plans sc corres- 
pondent. 

Si nc prend que des valeurs redlcs comprises entre el | 00, 
on prendra, dans les formulcs (CXXX 1 J|, 2,0 Tableau 

que nous venons d'^crire, p =:c i ; si ;g est compris enlrc z^ cl 53, 
on prendra soil p —2, soil p = t5; aux valours do z comprises 
entre les limites d’int^gratiou correspondent alors dcs valours 
de y comprises entre et -}~oo. De mdinc, si'iJ nc prend quo des 
valeurs r^elles qui rendent Z n^atif, on cli*oisir«a p dc maniftre 
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que, aux valeiirs de ^ comprises entre les limites d’integration, 
correspondent des valeurs de y comprises entre et — 00. On 
obtient ainsi les formules (CXXXIII), ou il est toujours entenda 
que les quantiles coj, 0)3 sont definies au moyen de ei, ea, 
comme au n® S 27 . 


601 . La mdthode s’applique naturellement au cas ou le poly- 
iiome Z serait le polynome 4 -^ — §^2^ — ^3 et se reproduirait en 
quelque sorte par la substitution, Elle s’applique aussi tres ai- 
sement aux integrales du type 


/ 


y/4 £ ( 


ds 

' . " — !! 7 

ZIZJ) — I } 


oil £ est egal a -H i ou a — 1 et ou n est un nombre reel different 

d" 

de o et de zp i . On trouve ainsi que Fexpression 

se change en 

formules 




^2=1 (^2 : 


- siy ■ 
•i). 


•^3 


\/4ss(s ±:i)(/iG — 1) 

oil ^2? sont donnas par les 


4 s 

.-3 = 1^0 


: n) (I db 27 i) (2 rh /i), 


quand on remplace z par Tune ou Fautre des expressions 
rp 3 s /I di 2 I Ssy ± 271 -f- 1 q= 3 


les valeurs des radicaux y/ 4 s«(-^ ±0 — ^)'i — g^y — g^ 

sont idles que leurs rapports soient respectivement 


z(z dzi)' ^(nz — T __ ^2^ 

/i dz 1 ’ rt{izt:/i) ^ --t- £-» » 

Ics racines ^2,^3 son ties iroisnombres ^ ? — 

os OS o s 

ranges par ordre de grandeur ddcroissante. Dans toutes ces for- 
mules, les signcs se correspondent. 

Si Ton applique ces substitutions en supposant la variable d’in- 
t^gration r^elle, on obtient en particulier les formules (CXXXIV). 
En remplagant z par el s par + i, on voit que les formules 


3 jk ±: 2 71 H- 1 


ncc^ 


3 i: 2 7Z H- T 
3 y zpn — 2 ^ 


p 3 

3 jKq= 7 ^- 4 -l 


272 = 
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transforment respression 


dx 


en 


dy 


I — 27-)( I — /i^-) — \/4y^ -’g'ty-' 8'z 

oil ^2, ^3, e, , ^2, ^3 ontles determinations que nous venons d’ecrire 


etou les valeurs desradicaux\/(qp i — — g^iy — gz 
sont lelles que lears rapports soient respectivement 


JL ^ _ 1)2 ^ — JL ^3 

nx 11 ±i ^ *j.xni^i±z n)' “^'2 


En designant par A un nombre positif et en posant Ji — A-, on ob- 
tient, en particulier, les premiiires formules (GXXXV) ; K., y re- 
presentent (CXiXc) les quantiles x(A'*-), ot'i Texpression 

de A"® au moyen de A est indiqu 6 e pour les diverses intograles 
enyisagees. 

Si Ton remplace dans les monies formules 5 par et e par — r , 
on voit que les formules 


= 


ndr:% 

— dr 2 72- ~h I ^ 








— 3y rp /z, i 


transforment I’expression — ^:rr= : :::r:-= r — cn - ^ > 

/(ir 72 a? 3 ; \/ — 

ori ^2j gzy ^25 ^3 sont determines ])arlcs memos relations pour 

£ = — I el oules determinations des radicaux y/(±: 

\J /\y ^ — g^y — ^>3 sont telles que leurs rapports soicnl rcspccti- 

vement 

3 ^ ( x^±: ly ^ ( nx ^ — \ Y I 

‘1.x itzTLi ^ 2ir/i(i dr /i)’ *"’2 


En designant par A un nombre positif et cn posant /? : - — on 
obtient, cn j^articulicr, les dcrniercs des formules (GXXXV). 


602 . PlaQons-nous maintenant dans le cas oCi unc scale raoinc 
de Z est redlc; nous la ddsignerons par ; nous designerons par 
Zz les racines qui sont Ja premi 6 rc au-dessus, la sccondc au- 
dessous de Taxe des quantiles rcclles, et nous nous borncrons k 
Ja scale substilulion reelle, qui correspond evidomment h. la sup- 
position p := 2. Pour ce qui est de la fonction pu^ on est dans le 
cas du n^ 565 ; on doit done supposer reel, el ligures par 
des points situes le premier au-dcssus, le second au-dessous de 
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Taxe des quantiles r^elles. Le nombre est reel et positif; pour 
les valeurs reelles de z et y varient dans des sens contraires; 
la moitie superieure de Pun des plans correspond a la moitie in- 
ferieure de Pautre. Aux points oo, jSo, z^ du plan des corres- 
pondent les points e2, €3, du plan des y, A la coupure qui 

va, dans le plan des sur Paxe des quantiles reelles, de eo a — 00, 
correspond, dans le plan des z^ une coupure qui va de — 00 a z^^ 
le bord superieur de la coupure du plan des z correspondant au 
bord inferieur de la coupure du plan des y. Au cercle (eo) du plan 
des y, de centre et passant par correspond, dans le plan 

des z^ le cercle (:;2) de centre Z 2 et passant par les points ^^3; 
au point y = ni — -^ \ \> \ ' | ou, dans le 

plan des y, le cercle (^2) rencontre, vers la droite, Paxe des 
quantiles reelles, correspond, dans le plan des z^ le point 
= M = :;2 -h j — 03 I ou le cercle {z^) rencontre, 

aussi vei's la droite, Paxe des quantiles reelles. A la coupure rec- 
tiligne du plan des y qui va de m a correspond, dans le plan 
des 5?, la coupure recliligne qui va de M a H-oo, le bord superieur 
de la coupure du plan des z correspondant au bord inferieur de la 
coupure du plan desjK- Ala coupure circulaire du plan des y qui 
va de a ^3, en passant par m, correspond, dans le plan des z^ la 
coupure circulaire qui va de ;:;3 a Zx en passant par U ; le bord in- 
terieur de Pune des coupures correspond au bord exterieur de 
Fautre. Dans le plan des z ainsi coup6, \/Z est une fonction holo- 
morphe de z; elle est positive pour des valeurs reelles de un 
peu plus grandes que 53. La figure (G) du Tableau (CXXXVI) met 
en Evidence la correspondance directe entre la variable ii et la va- 
riable z, Elle correspond au cas ou Fon a iJo > + et oii, par 

suite, e2 est positif, en sorte que Fangle que font les deux vecleurs 
allant de o a CJL)^ et a CO3 est obtus, Dans tons les cas, les demi-cot^s 
du rectangle (R) qui vont respeclivement de o a CO3 — coi et a 
— tOn, ont leurs images sur les bords superieur et inferieur de 
la coupure qui va dc — co k Z 2 ; les c6tes qui vont de CO3 — to-i a 
1(3 oj 3 — o)^) et de a>^ — 0)3 k |(3(B| — CO3) ont leurs images sur 
les bords supdrieur et inferieur de la coupure qui va de -f- 00 ^ M ; 
les quarts de c6t^s qui vont de |(3 103 — co^) k (03 et de ^ (3 cB( — 0)3) 
^ CO I ont pour images les bords ext^rieurs des coupures circulaires 
qui vont de M 3i et de M it z ^ ; le demi-c6t6 qui va de 0)3 a co^ a 
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pour image le bord interieur de la coupure circulaire qui va de 
Js. Les rectangles du plan des u designes sur la figure par (/•, 
(^’ 3 )) (^ 4 ) OBit respectivement pour images les regions (r^), 
(/j), (r,), (r'J) du plan des 2 . La demonstration des forraules du 
Tableau (CXXXVI) n’ofi're d^s lors aucune difficulte. 


V. — Cas oil A n’est pas mil. 


603. Supposons maintenant que Z ^ A.z^-]- • . . soit du qua- 
tri^ine degre, Plagons-nous d’abord dans le cas oil les quatre ra- 
cines de Z sont r^elles; les quatre substitutions possibles el les 
racines de Y sont alors r^elles. 

Nous supposerons > -2 > 53 > ; « , > > e.,. La relation 

g4n4rale 

ep ®V “ "ij * "X ^ “v)> 


qu’il est aisd d’obtenir, permcl de monlrer que I’ou a, quel que, 
soit p, et en distinguant les deux suppositions A.^o, 


A > 0, e, — ea - j L, e, - - Cj - M, <■> — <>,, -■ N, ; 

A ^0, Ci — t's — — — L, — fij =- — -- N, t’2 — 6 )- V M, /'i 


On remarquera que I’expression qui reprtjsenLc pour A ' 0, 
repr^sente pour A 0. 

La corrcspondance dt5taill4c desvalenrs des el do y csl donnuie 
dans le Tabl^eau suivant, donl la description csl irop analogue a 
celle du Tableau priScedent (o'* 600), pour que nous nous y ar- 
rfitions, non plus qu’a cc qui concerne Ic sens dans loqucl / varie 
avec 5 , la correspondance des coupures, colic des moilids infd- 
rieure ou supdrieurc des deux plans, le cboix qu’il couvient de 
faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, cn appliquant les 
formulcs (GXXXIl,j 2 ^ 3 ), lorsqu’on nc considerc quo des valeurs 
rdelles do s, ou enfin la ddduclion des formulcs (CXXXVIl). 
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A> 0 

1. 

A 

: 0. 



P=I 

p = 2. 

p=r3 

p=:5 

, P=1 

p=2 

M 

p=:3 

p =4 



17// 

1 7" 

1 7" 

24 1 

2*4- 

1 7 " 

-L-Z': 

1 7 'f 


Ci 

^2 

ez 

zh 00 ; 

<23 

62 

e\ 

q=co 


€2 

ei 



ei 

e% 

dz 30 

ei 

Z = Gy 

ez 

1 

ztl oc 

1 

ei 

^2 

ei 

zpoo 

^3 

62 

Z = Gi j 

1 

[ 1 

ra 

e2 

ei 1 

j 

> dz^ 

ei 

62 

e% 


! -S-Z? 

1 24 1 1 

T'jZ'i 

\ 7 

1 7^/ j 

aT-^i j 

j AZI 

1 7» 


1 7" 

SgnZ' 1 

1 

— T” 1 

1 1 

— i 

\ 

i " 

i - i 

1 1 


— 

-+• 


604 . Supposons que les quatre racines de Z soient imaginaires. 
Nous nous bornerons au cas o{i A est posllif; nous designerons 
par et les deux racines pour lesquelles le coefficient de i est 
positif, z>i etant celle pour laqnelle la partie r^elle est la plus pe- 
tite; z^2 et^3 designeront les racines conjnguees de z^ et 54. Toutes 
les substitutions sont imaginaires; mais il est ais6 de voir que les 
racines sont rcelles ; nous supposerons toujours 

>^2 ><53. Nous choisirons la substitution qui correspond a 
la valeur 4 de p. Alors aux points Zi^ ^2, ^4, 00 du plan des z 

correspondent les points = du plan des Ton a 

\ ^ \ At-, joN 

— 63 L, ei — ey ^ -T M, t /cS - * 

Les quatre points Zt, Z2j -3,-^4 sont sur iin cercle (c) dont nous 
designerons Ic centre, situe sur I’axe des qnantites rcelles, par c, 
ct les points d’inlersection avec le inline axe par P, Q; P est sup- 
pose k droite. Le cercle (c) correspond a I’axe des quantites reelles 
du plan desy. A I’axe des quantites reelles du plan des z corres- 
[)ond, dans le plan desy, un cercle par rapport auquel les points 
00 et 63 doivent dtre symetriques, ainsi que les points en etea; 
e’est done le cerclc (^3) dun® 592 ; le point S est necessairement sur 
la circonfercnce de ce cercle 5 soient /?, q les points de rencontre 
de cette circonfercnce avec Taxe des quantites reelles; nous desi- 
gnerons par p 1 e point si tue k droi te (entre Ci etCa) • Quand le pointy 
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decrit ( A) Taxe des quantites reelles de — oo a +00 il passe suc- 
cessivement paries points — oo, es, eo, , -f- go ; le point cor- 
respondant devra passer successivement par les points Q, ^3, 
^2j ^4 dll cercle (c) : il se monvra dans le sens direct. Les 

points Qj P dll plan des ^ correspondent respectivement aux 
points p du plan des y. Les regions du plan des 5? interieni'e 
et exterieure an cercle (c) correspondent respectivement aux moi- 
ties superieure et inferieure du plan des y. Le point s du plan 
desy^ est done sur la moitie inferieure du cercle (^3). Aux por- 
tions de coupLires du plan des jk qui vont de — cx) a ^3, de a ^2, 
de eo a e\ correspondent, dans le plan des z*, les coupiircs circu- 
laires qui vont de z>^ a -G3, de ^3 a z^^ de ^2 a ; il n’y a pas dc 
coupure enlre Zt, et Z { . Le bord interieur de la coupnre circu- 
laire dn plan des z correspond au bord superieur de la coupure 


rectiligne du plan des y. Pour definir y/Z au moyen de \/Y5 il cst 
commode d’ avoir rargument trigonometrique du facteur 

qui figure dans la formiile (CXXXII2); des considerations facilcs 
de Geometric ^lementaire fournissent la r^gle snivantc : soil A le 
second point d’inlersection avec le cercle (e) dc la droilc qui 
jointer, a z\ soU B le second point d’intcrscction do cc inftmo 
cercle et de la parall^le menee par A a Taxc des quaatites rccllcs : 
I’argument clierche cst mesure, on prenant pour unit6 le rayon 
du cercle (c), par Tare qui va du point le plus baut dc co ccrcbi 
au point JB. On en concliit que la Ibnction \/Z, holomorpbc dans 
le plan des z coup^, est positive pour rdcl compris entre P et Q, 
negative pour les autres valcnrs riiellcs de z. 

La figure (D) du Tableau (GXXXVJIl) indique la coiTesj)on- 
dance entre ics variables ct u. Lc perimotre du rectangle (R) 
du n“S 9 'l fait son image sur ics coupurcs, les segments rectilignos 
qui vont dc | CO3 a co, -f- ^ CO3 ct dc — j 0)3 a 00, — » 6)3 ont Icurs 
images sur la moiti (5 inferieure et la moitie supfjrieurc (le la <ur- 
conference du cercle (ca); au point S — Z'( du plan des cor- 

respond, dans le plan ties cr, lc point 00, cl, dans lc plan d(is uti 
point Uq situ(5 sur lc segment qui va de 0)3 a toi + I o);,; lc segment 
qui va de 5(03 a (Cq a pour image, dans Jc plan dos z, la portion 
de I’axe des quantiteSs ibcUcs qui va dc Q a — 00; Ic segment ([ui 
va de Uo ^ co^ -h 4 a>3 a pour image la portion dc I’axc dcjs (piantilcSs 
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rdelles qui va de ^go a P; enfin le segmenl qui va de — a 
a CO, — I CO 3 a pour image la portion de I’axe des quantites reelles 
qui va de Q a P. Enfin, on a indique sur la figure par les signes 
O'l)' (^*3); (^’I) les regions du plan des z ou se font les images 
des petits rectangles (/-,), (/v), (7-3), ( /•,). Ces explications suffi- 
ront au lecteur, pour etablir les formules (GXXXVIII) et pour 
reconnaitre en particulier comment on obtient les valeurs (reelles) 

r dz 

~ 5 quand ^ est reel et varie entre des 
y'Z 

Iimites convenables. Au surplus, une autre methode permettra 
bienlot d’obtenir ces integrales, sans Pintroduction de quantites 
imaginalres. Dans le cas ou Z cst bicarre et ou, regards comme un 
trinoine du second degre en >3-, il a ses racines imaginaires, les 
quatre points ^2, ^3, ^4 du plan des z sont les sommets d’un 
rectangle; le point c coincide avec le point 05 dans le plan des y , 
le point s est a I’intersection du cerclc (^3) et de la parall^le men^e 
par le point 62 a Taxe des imaginaires vers le bas. 


6O0. Les resultats pr^c^dents doivent 6tre modifies quand le 
ccrcle (cj devient une droite, c’est~a~dire quand les quatre ra- 
cines <32, ^3, ont mfiine partie r^elle. Cette droite (c) est 
perpendiculaire [,/iS’ (^)] ^ 1’ax.e des quantites reelles qu’elle 
rencontre cn un point p. On prend alors pour cellc des quatre 
racincs qui, sur la droite (c), cst figurce parle point le plus haut; 
cn descendant sur cette droite on rencontre les points Zi, P, 32, 
et Ton emploic la mSme substitution; la correspondance entre les 
racincs 32, de Z et de Y subsiste. Les coupures du 

plan des 3 vont, sur la droite (c), du point 34 au point a I’infini i 
vers Ic liaut, puis de Zt au point k I’infini J vers le bas. Le point 
4 co 3 a son image au point 00 du plan des 3, point avec lequel les 
points X, J cl les points ±:oode I’axe des quantities reelles doivenr 
<Urc regardds comme confondus. Les petits rectangles (r^), (/’a), 
(/‘ji) ont leurs images dans les quatre angles formds par I’axc 
des quantilds rdcllcs el la droite (c). Des lors les applications ne 
comportonl pas de difficuUd, cl Ton obtient en particulier les for- 
mulcs (GXXXVIII3).' 

606 . Lorsque Ic polynome Z a deux racines imaginaires conju- 
gudes ct deux rdelles, nous ddsignerons par 32 et 34 les deux ra- 
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cines reelles, en supposant ^2 5 P^r racine imaginaire 

dans laquelle le coefficient de j[est positif, paries sa conjuguee. 

Nous supposerons 0 egal a 2 ou a 4 pour avoir affaire aune substi- 
tution reelle. Le poljnoine Y aura ime racine reelle et deux 
racines imaginaires Ci, on suppose que — — est positif. On 
trouve aisement les resultats suivants : 

A>o, -e,= :^L, e,— ^2= M, e, - e, N, 

4 4 4 

A<o, ei — ^1 — 62 = 7 N, ej5 — es — 7 M, A'® = - 

4 4 1 

est dll signe de A, Z' de signe contraire; on en concluL d’unc 
part ]a determination de \j 7 j correspondant a celle de \/Y, puis, 
d’autre part, ce fait que pour des valeurs corrcspondantcs r<3ellcs 
de ^ et dey, y varie dans le m^me sens que pour A > o, p =• 4 
et A<'. o, p = 2; dans le sens contraire pour A^ 0, p =:: 2 ct 
A < o, p = 4 • Suivant que y el suppost^s reels, varient, ou non, 
dans le meme sens, les jDarties sup^rieures (ou infiSricui'cs) dcs 
deux plans des jK et des^ se correspondent, ou non. Dans le pre- 
mier cas Zi correspondent a ^3; dans Ic second, Zi^ cor- 
respondent k ^3, 

Au cercle (e^) du plan desy^ cercle qui a pour centre el ([ui 
passe par Cs, correspond dans Ic plan des z un cercle (c) pas- 
sant par ^53 et par rapport auqueJ sont sjmetriques les points 
Z2, Zji CO rrespondan Is des points Ca, 00 (ou 00, e^) du plan dcs y* II 

V a lieu de dislinguer trois cas, suivant que le rapjiort 0 =--- ^"'"3 j 

est plus grand que un, plus petit que un, egal k un. Dans le pre- 
mier cas e’est le point ^4, et dans le second le point z^ <(ui osl 
inlerieur ^ (c). Ces points correspondent, dans an certain ordre 
qui depend de la valeur de p, aux points 00 et du plan dcs j', 
etrexamen de celle corrcspondancc permet de rcconnailre, dans 
les diffdrenls cas possibles, si les regions inldricurcs (ou exl(i- 
rieurcs) dcs deux cercles (c) ct (e^) sc correspondent ou non, 

Les regions de mCme nom se correspondent pour p 2, S - i 
et p ~ 4j 3 < I ; dies ne sc correspondent pas pour p 1 « 2, 0 1 ? 

ni pour p =:^ 4, S> i. En combinantccs renseignementsavee ceux 
quo I’on a sur Ic sens dans Icquel varie y quand z augincmc, 
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par vale urs reelles, de — oo a on reconnait aisement com- 

ment sent disposes, dans le plan des les points d’intersec- 
lion M, M' du cercle (c) avec I’axe des qaantites reelles qui cor- 
respondent respectivement aux points m et du cercle (^2) situes 
siir I’axe des quantiles rdelles, et comment, dans le plan des^', 
est situe le jDoint S qui correspond au point co du plan des r. On 
a d’ailleurs 

% T ^ 

1 1=: o I zr= o 


ou il faut prendre les signes superieurs ou les signes inferieurs, 
suivant que Ton a o. Dans le troisieme cas ou o est egal a i , le 
cercle (c) sc reduit a la droite qui passe par les points Le 

milieu des points est alors le point ]\r ou le point M; et le 

point S coincide avec Tun des points /n, m', Voici le resume de 
ces divers renseignements : 

Suivant que I’on a p = 2 ou 0 = 4 ? on a sgn ^ = ± sgnA et 

/Z 

les valeurs ^2, cc ou 00, 62 de y correspondent aux valeurs 

de 5. Suivant que I’on a sgn ^ = qzrjjz-et;? varient, ou non, dans 

y/Z 

Ic m6me sens. Le Tableau suivant indique, selon les cas, com- 
ment sont rangees Jes quanlit^s -29 M, ou m, Cj, S. 


A > o 


S<i, 


8 <i, 


-4< m'<^2<m; 
M < ^4 < < ^2 ; 

-4 < M < ^2 < m' ; 


( 0 > I , m' < ^54 < M < 

P •= 2 , 0 < I r A > O, 7?l'< <?2 < s < /??. 
ou I 

pz=4,3>i ( A<o, m'< s < e 2 < /n; 

p = ‘A, 3 ^ I ( A > o, ^2 < ni < s, 

ou I 

p = 4, 0 < r ( A < o, s *< 7n'< ez<i m. 
A; o, 0 == t, M= 7 s = 

' t-% 


A <” 0, 


Kii combinant les rdsullals indLqu^s par ce Tableau ceux que 
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02 

I’on troave sur la figure (B) du Tableau (CXXXI), on obtienL 
immediatement Ja correspondance entre les variables z et u. Le 
perlmetre du rectangle (R) du n° 595 fait son image sur les cou- 
pures du plan des'^;. 

II n’v a plus maintenant aucune difficulte a elablir les for- 
mules (CXXXIX). 


VI. — Reduction A la forme de Legendre. 


607. On pent, ainsi que Legendre Ta remarqne, ramener unc 
expression diff^rentielle - 

^ s/R(z) 

R{z)=zk{z — Zi) {z — z<^ (z — z^) (z — Zr,) du quatrieme degrc, 
a racines in^gales, au type ou V est un polynome du second 

d6gr6 en au moyen d’une substitution lin^aire ;3 := 

dans laquellc jt? et ^ out des valeurs convenablcmcnt choisics. 
Quels que soient ju et y on a, en effet, 


, ou Ton suppose le polynome 


rh {cj -'p)dv ^ 

/R^ ~ v/A {q-zx) t’ I ' 

» 

en egalant h z6to le coefficient dc p dans le produit des deux pre- 
miers facteurs sous le radical, ainsi que dans le produit des deux 
derniers facteurs, cc qui determine p ot q par les conditions 


Ic second membre dc I’dgalilc prdc^dentc sc rddiiit k unc expres- 
sion dc la forme 

a dv 

\j ±’(r± ) (7 ± 1^9^) 

oil a d^signe unc constantc qu’il cst ais(5 d’dvalucr au moyen dc 


P±_l 


^1— 
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Aj z,,Z2,Z3, i;,. Lorsque les coefficients du poljnome donne Rfs) 
sont r^els, cette constante «, ainsi qnc les valears de ^ et de <7 
sont manifestement reelles; dans ce cas a et b designeront des 
nombres reels et positifs : on supposera ac^b. 

Le seul cas ou p et^ne seraient pas determines paries forraules 
p^^cedentes serai t celui 0x1 Lon aurai t — j — g > ^3 -f- s j mais alors 
on n a certainement pas -1-I-S3 = ; il suffira done de trans- 


poser, dans I’dgalite precedente qui a lieu quels que soientjoet^, 
le second et le troisieme facteur sous le radical, apres quoi la re- 
duction au type ^ se fera comine on vient de I’mdiquer. 



ofi V - : rz (i ±za'^9^)(i 




on retombe sur Tun des types envisages au n° 6OI, el il suffirait 
de se reporter a ce num^ro pour y trouver les substitutions 
iincaires en x-, qui ramd-nent I’expression obtenue & une expres- 
sion dc la forme 




— /4(y — et)(,y—e3) 


oil Cl -1- e-i-l- e.j o. Mais, au lieu de ces substitutions, il est sou- 
vent commode, quand a et 6 sont reels, et, par suite, c compris 
entre 0 ct i , de se servir des substitutions du premier degre en x- 
ctiv^ donnccs par Legendre dans les divers cas qui peuvent se pre- 
senter lorsqu’on combine de loutes les manidres possibles les 
signes -i-, - - qui figurent sous le radical, substitutions qui per- 
mettent do ramencr I'cxpression ^ a une expression de la forme 

oil W : ( I - - (i - - /,•■■* m-). A- clant im nombre rdel com- 
pris cnlrc o el i. 

Nous supposons dans les formules qui suivent a: el (v reels, 
c posilif ainsi que ~ y/i — ne doil prendre que les va- 

leurs comprises entre — i el -H i ; pour chaenne des transforma- 
lions, X csl par consequent suppose compris entre les limites qui 
rdsultcnt dc cctle liypotli^se, en vertu de la forinule m^mc de 
transformation; dans ces conditions les qnantiids sous le I'adical 
T. et M. - IV. 3 
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sent positives. Les radicaux eu\-memes sont supposes positifs; 
enfin c, s' d^signent des quantites egales a dz i , ajant respective- 
ment les sianes de x el de tv. 


V/i — 

?> 

II 

T| 

: S V^I 

9% 

+ 

II 

>< 

£ 

j I 

y/ 1 — 


£ y/* I — 

/c - ' . 

<? ’ 

3 

s 

A _ C 

c y/i — 

' v/i + o^' 

s/l — (t— C2)(p2 
■ y 

k — sji - 


dx __ dw 

dx _ 

' 7W’ 

dx __ ^ div 

__ ^ £ 3 ?(V 

v/(^ 2 h-i)(i — o^x^) 

, , , div 

s/(x^~\-'i){c^x''^ — I) sJSN' 

dx ___ ^ , dKKf 

-i)(i — d^x’^) \/W 


A ces transformations, il convient d’adjoindre les deux sui- 
vantes qui sont lin^aires : les radicaux soni loujours supposes 
positifs. 

- i-l- (P -i- (V) 7_A — v/^ \' 

• J — W y/ c {'I iv ) \ 1 H- v/^* / ' 

dx ( t -h yZ/r )" div 

\f{x^ — r)(f — c^T^) \/W 

. dx dw 

ox ~ k — c, — z. — — -- 

y/^^ 2 — i)(c2.cr“ — r) \/W 


11 est ais<5 de dediiire a nouveau, do ces relations diircircnticlles, 
les valours des intdgrales qui fignrent dans Ic Tableau ((]1XX\V). 


609. Lorscjiic les raciucs dc soul rccllcs, si J’on Tail, dans Pox 

[)ression la subsiitulion 

v/Z 


(^p — ^^)cos2 H-(.SX‘ ^pjsiu^icp 

"llT fp) sin cp cos cp 

I (2p — C0S«cp ^ (;5X — sin»<p 
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on troiive 

dz — ‘ido 

y/Z \/A[(/3) Zyf) (^{jL — -^p) cos-o -r- — ^v) ( sin^tpj 

Supposons d’abord A positif. Si 3 est compris entre et -{-cc, 
oil entre — co et r,, on supposera A = i , p = 2, v = 3 , 0 = 4 *; 
quand varie de Cj a -h 00 ou dc — 00 a cp varie de o a Oq ou 

de cpo a en designant par z>o Parc compris entre o et ^ donl la 

langente esl egalc a ^ compris entre ^3 et^o, 

on prendra 7 . = 3 , p = 4^ v = i , p 2 ; quand - varie de ^3 a 
f varie de o a En donnant aux I'adicanx leur signification aritli- 
m^tique, on aura 

^ ._2 

y/Z \/AL y/i — A:- sin‘^(P L 

Supposons cnsuite A n^gatif. Si ^ est compris entre -S4 et ;:3, on 
prendra X =:= 4? [a— r, v = 2, pzr= 3 ; quand s varie de a ^3, 

cp varie de o a - • Si :3 est compris entre et , on prendra X= 2, 

p i-r: 3 , V = 4 ? p “ ^ j quand s varie de Z2 f varie de o a - • 

En donnant encore aux x’adicaux leiir signification arithmetique, 
on aura 

dz ^ o. do ^ , M 

y/Z y/ — AL^i — «;ii][2cp b 

II csL aise de deduirc a nouveau de ces relations difFerentielles 
Ics valours dcs intc^gralcs qui figurent dans le Tableau (GXXXV)* 


VII. — Substitution quadratique. 


610 . Nous aliens montrer maintenant comment la reduction a 
la forme normalc ► de toutes les diff^rentiellesde la forme 


oCi Z est iin polyaomc quclconqiic en du iroisi^me ou du 
<[iiatri 6 me degr 6 , pent s’effccLucr an moyen d’une substitution du 
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second degre. Noub nous bornerons au cas ou le polynome Z a ses 
coefficients reels et admet au moins deux racines imaginaires ; 
Pinteret de cette derniei'e supposition consiste en ce que 1 on 
pent alors choisir une substitution reelle telle que les racines dii 
polynoine transforme soient aussi reelles, ce que 1 on ne pent faire 
par une substitution lineaire. Les modifications qu’il y aurait a 
apporter a quelques-uns des resultals suivants, si Ton nc se Lrou- 
vait pas dans le cas auquel nous nous Hinitons, n ecbappcionl pas 
au lecleur. 

Rappelons d’abord quelqiies propositions elcmenlaires I'elatives 

u la fraction ^ ou U = y, V — y 

sont des trinomes du second degre cn a coefficients reels; nous 
ii^excluons pRs cas ou cfJ est nul* La dcrivce de cette fi action 
s’annule pour les racines ^3 del’^quation du second degre cn 

(a) U'V— UV' = {aP'— >(aY^-a'Y)-'^PT—pW==^- 

Les valeurs de ^ qui correspondent a ‘Cu Kn s’obticnncnt 

cn remplacant z par dans ou niicux dans la Iractioii du 

premier degr6 sont reels cn ineuic icinps ([uci Cfi* 

Quand ^ est (5gal a ou a Ic polynome cn s, U — V x, ayant 

une raciiie commune avec sa ddriv^c, est un carre'^ parfait ol est, 
par suite, egal a (a — (x!xi)(z — ou a (a a.^Xii)(z sjO"* 

On en conclut que x,^ sonl les racines de inequation en x 

{^h) === — -- a) — Y) 

qui exprinne que requation cn U — V x ^ : o, a scs racines cgalcs. 
Dos remarques anterieurcs cl des relations 

4 a'Y')(^’ — '-*'‘3)7 

il resultc que Jc polynome cn Y-<{^ (v)’ 

<f(z) muliipHe par un faclcur constant qiic I’on Irouvc aisdmcnl 
iUrc 6gal k i en comparanl les cocfficicnis de z '* ; on a done Ti- 
dentild 

(a) V-^ - 4 «' y') ( I' - y-n) ( U - V r, ). 
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Quand les I'acJnes de V sont imaginaires, la realite des quan- 
tiles j?3 apparait aisement sur les equations (a)^ (0). 

En efFet, d’une part, en remplacant, dans = U'V — U\ ^ 

^ par la racine — de \\ on Irouve le meme resultat qii^'en fai- 
sant la m^nie substitution dans U'V ; or V est alors du m^me signe 
que cx! ; U'^ se reduit a — U'V est done de meme signe que 

a'P — a| 3 ', e'est-a-dire de signe contraire an coefficient de s- 
dans et ^3 sont done reels et coniprennent entre eux le 

nombre — D’autre pai't, si dans *h(cc) on remplace x soil 
par — soil par — le resultat est positif, par consequent de signe 
contraire an coefficient de x- dans A(^); sont done reels 


et comprennent entre cux Enfin, comme ^4 

a Y 

duisent de ^4, en remplacant ^ par 5^4, dans ^ 


et 


se de- 
on a 


Ti — X,i 


(2a'Ci-4-- p')’ 


S' 

2>uisquc — est compris entre le ddnominateur est ne- 

gatif; il en resulte que su ^3 sont ranges, ou non, dans le m^me 
ordre de grandeur que ^4, ^3, suivant que a[i' — a'fi est negatif 
ou positir 

Dans le cas que nous aurons encore a examiner, ou U a ses ra~ 
cines imaginaires el oil <x est mil, on voitde m6me que J^4, ^3 sont 

reels et comprennent la racine — ^7 de V*, que;r4 ,^3 sontde signes 

conlraires, parce que letir produit est negatif ; enfin que ^4 , 2^3 sont 
ranges, ou non, dans le m^me ordre de grandeur que x^, ^3, sui- 
vant que a ( 3 ' est positif ou ndgatif. 


611 . Ceci pos^, ddsignons par Z un polynome du troisieme ou 
du qiiatri(!‘mc degrd, k coefficients r^els, admeltant deux racines 
imaginaires conjugu( 5 es nous d^signerons par ^2, les 

deux autres racines (r<5elles ou imaginaires conjugu^es) si Z est 
du qualri^mc degr<?, par j:? 2 racine r^elle unique si Z est du 
iroisiome dcgr<5, en sorteque, enddsignant par A, a des constanles, 
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Z sera, suivanl les cas, de I’tine ou de I’autre des deux formes 


A ) ( -3 — -32 ) ( ^ — 33 ) (^ — Z’^ ), a{z — Zi) ( z — z^) (z z^ ) 

Dans la differenlielle — ? nous ferons la substitution x= 

/Z ^ 

en posant 

(J = ( 3 — 32) ( .5 3 v ), V (3 Zi ) ( Z --3)5 

si Z est dn quatrieme degre ; 

U — (3 — 3|)(3 — 33 ), V=3 — 32, 


si Z est du troisieme; les coefficients a, . . . , y' de U, V sont r(§cls 
et s’expnment immediatemcnt au moyen des racines de Z. On 
aura alors, en convenant de remplacer A par a quand Z est du 
troisieme degr^, 


Z AUV == AV^r, 


dx _ ©(-3) 


d’ou, a cause de I’ldentit^ (c), 


(CXL) 


dz ^ V dx ^ dx 
\/Z cp(3)v/Aj' 


les radicaux dtant lies par la relation 


__ cp(3) 

Vz 


qui inonti'c, cn supposanl Lout reel, que les radicaux sent ou non 
do meme signe, suivant quo <p(^) est positif ou rnSgatif. JjU mi6mc 
cgalitd monlrc qiic Z ct <i(^) sont dc meme signe pour des 
valcurs correspondaiites de x ct de 3 . 


612. Pla(;ons-xioas d’ahord dans Jo oas, ou Z etanl du troisieme 
dogrd, (J a ses racincs imaginaircs ; et sont alors r(3cls; erj 
su[)posanl >> C,, on aura, paries remarques preO(5deriLle.s, 

<p(3)=:3**i — H- 32 ( 31 -h 33 ) - 3i 33 - (3 J^a), 

t^(x)—(x -\-Zi-h ( .<77 — - .Oi) ( — .03 ), 

— 3] -- 33 , Xs a C{ — 

'^2 ^3} 0 
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Pour que y/Z soil reel, z doit ^Lre coznpris entre — cc el ou 
entre et h- oc, suivant que a est negalif ou positif. Le Tableau 
suivant iiidique la correspoiidance entre les valeurs de z et celles 
cle x\ dans la premiere ligne les valeurs de sont rangees par 
ordre de grandeur croissante; la troisieme ligne contient le signe 
de X augraente ou diminue quand ^ croit, suivant que ce 

signe est -f- ou — ; est un maximum, un minimum : 


I — GC 
' — oo 




li 


■ 30 
• 30 


Dans Fegalite 


Signe de 

dz 


dx 


\/Z| 


on prendradonc 


1 s/ax{x Xt)(X 373 I 

le signe superieur ou le signe inferieur suivant que n’est pas ou 
est compris entre et 

En appliquant par exemple le resultat a la difierentielle 

I’on suppose e-y reel, imaginaires con- 

s/4z^ ^2- — 

jugu^es, en sorte que, comme on Fa fait observer au n^^ 594, 
y/ea — ei, sont aussi imaginaires conjugates, on est 


amene a faire la substitution x • 


Z“ -}- 6g;Z H— €i 


» et les quanlites 


designtes plus liaut par x^^ x^ sont ici 

— < 3 s -I- \/t '4 — 

Ss — «2 — /e2 — 63 , 

a*i — = lA -t- 62 , 

373 rrz a ^3 -H 62. 

All lieu de cctte subslilution, aCn d’obtenir an poljnome dans le- 
quel la somme des racines soit nulle, faisant la substitution 


y - - X - - 2.62 r-= 5 -+- 


(62 - - 61) (62 


2^2- 


^3 

62 


;s — 62 


: — 62 


nous obtiendrons la relation 

{d) 


1 /4(^ 


dz 

'7l)(s -- ei) {z- 


dy 


<33) I 


1 y/4 (y _ El) {y — Es) {y ■ 



en posant 
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E, = ^2 -i- o. — ei ve'2 •— es £?2 4 j 


Eg = — 9. ^2 ^ 


Eg = 6^2 9 \/e2 " ^1 63 = ^2 I ( ^2 


II Imporle de remai'quer que les quantites E^, Eo, Kg sont reelles. 
En supposant on aura done j'" > E^, et Ton devra 

prendre, dans le second niembre de I’equation (c/), le signe + ou 
le signe — , suivant que ^ est compris entre eL -}- 00 , ou enlre 
^2 et ; si ^ doit varier a la fois dans les deux intervalles, on 
fractionnera I’integrale. 

Le resultat que nous obtenons ainsi coincide avec la relation 

/ Wg-FCOi tOg — tOi\ , , ( ^3 ei)(r 2 ) 

plz( -i i,— 2 ^ P(^^ Wi, WgJ H f S 

qui resulLe aisement des formules (KXH) ou (XXIV) et des for- 
mules de transformation lin^aire. 


613. Supposons maintenant que Z soil du quatricnic degre, on 
aura alors 

So • ' ^4 H ^ ( 9 ^ - - 3 i - Cg) (g • 32 )( - ^k) 

rr ( ^ 2 -h 3j, — . - ;33 ) ^ 

(^2 “1 ■ ^=^'1 ) -^1 

— -Si -.iM ^ Ci)( CO- 

[-Sg-h-ij; — 4 C-^ 

-- (;S'[ — (SaH- C;,) (x7i~H ;?3)J £r-i (l?2- - Zi,y^ 

— {^1 — ^g)« (aS’-- ,Ti)(x — ,rg;. 


^ 9^1 — -^1 " 


9^3 5 i XJg 


Xi — :r 3 r-- 


9(-g2 H - -gjj “ g.) ) (Z\ ) 

( 9^1 -^3 ) ( 9 ?3 'Si — G;j ) 


puis, en posant Ai = A(:;i - 


(GXLI) 


) /z /a 1 ./; ( - .-x?! )(.'?? — x,i ) 

i /Ai,r(ir • -a?i)(^- _ cpfs) 

[ i/i ' 53 )a' 



fiTALUATION DES L\TEGRALES LE LOXG b’uX CHEMIX QUELCOxXQUE. 4 ^ 

II fauttoutefois remarquer que celles de ces formules ou ligarent 
doivent etre modifiees si se reduit au premier degre, 

c’esL-a-dire si mil; nous ecartons ce cas pro- 

visoirement. Les quantiles , a?3 sont reelles; - est 

compris entre i et sont compris entre;^?^ et ^^3. Sir*2 

et ^5 sont reels, et ^3 sont de signes contraires ; d^ailleurs <^(^2) 
et <p(xJ4) sont de signes contraires; il y a done une des raclnes si 
ct comprise entre et ^4. Si Go et G4 sont imaginaires, et ^3, 
qui sont de m^nie signe, sont positifsj puisque Tun de ces nombres 
est plus grand que i ; nous j^rendrons pour le plus grand des 
deux; A^ est de signe contraire a A. Nous avons tout ce qu’il faut 
pour dresser le Tableau siiivant, comportant deux cas suivant le 
signe de — Gj — G3 ; dans chaque cas la premiere ligne 

contient les valeurs remarqiiables de g rangees par ordre de gran- 
deur croissante; la derniere ligne contient les signes de dans 
chaque intervalle; suivant que ce signe est + ou — , a: regards 
comme une fonction de g est une fonclion croissante ou d^crois- 
sante. Enfin, on a fait figurer G2 et G4 parmi les valeurs remar- 
([uables de g en choisissant < G4. Ces quantiles, ainsi que les 
valeurs z^ro de qui leur correspondent, doivent etre effacees si 
dies sont imaginaires. 

G2 -1- S4 Gi - f* ^3 ; (^i<CS 3 )- 

Z — CO G 2 -4 

X I Xi O Xs o 

Signe de 9(-c) 

zq -h -Sj <C -H- G3 ; ( ^3 ) 

Z — CO 52 ^3 Zji 

X I O X.i O Xi 

Signe de f(z) • — — H- -H” 

Lorsque g^ et G4 sont reels, A peut ^tre positif ou negatif ; dans 
le premier cas, g doit 6tre compris entre — 00 et Go ou entre r., 
el -f-oo; dans le second cas, entre G2 et G4. Si Ton a, par exemple, 
G2 G, >> G, A>-o, g<:^2» ^ est positif et plus petit 
que ^‘i ; d’aillcurs Ai est ndgaiif ; la quantity A^ (a? — — ^3) 

est positive. Les deux radicaux doivent 6tre pri& avec le m^me 
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signe lant que ^ reste compris entre — oc et avec des signes 
contraires tant que ^ esL compris entre et ; si ^ traverse la 
valeur le chemiii d’integraliou devra etre fractionne de la H- 
initp inferieui'e a de u, a la limite superieure. Le Tableau pre- 
cedent permettra dans lous les cas de suppriiner toute ambiguite. 

Si ^ 2 , - 3 , sent imaginaires, A doit etre suppose positif, done A < 
negatif. On reconnait sans peine que x doil etre coni[)ris entre 
et ^ 3 , et le Tableau permet toujonrs de lever rambiguite de signe. 

II reste a examiner le cas ou I’on a -f- --i = L’equa- 

tion (a) se reduit alors a 

cp(^) = ^(-31^3 (^Z L_ . 


La formule (CXLI) subsiste; mais il convient de remarquer que 
Tune des racines x^ est dgale a i et que Tautre est ^gale a 


(gl — -^ 3 )“ 


; on a d’ailleurs, dans ce cas. 


on aura done 
si I’on a 


( ^ 1 - - 4 ( — ■gj ^3 ) . 


— t 


52^4 


^ -1 gjj 


^^3 — I dans le cas contruire. Lc Tableau qui donne Ja correapon- 
dance des valenrs dc ^ cL de ^ est alors le suivant : 


— 2 

-4 

1 


Si 1- ^3 

— 00 — — 00 

2 

1 

S\ JS^ 

00 -f- 00 

2 



X 

I .r,, I 


1 Xi l 

Signe de <p(^ ) 

— -I- 

Signede^(25) 



Quant a la supposition on doit la rejeler, car alors 

les deux racines seraienl ^gales anx racines Zt, 

614. En appli([uanl cc qui precede au cas ou Z o&l un Irinoinc 
bicax're ayant au moins deux racines imaginaires, ou obtienl les 
rcSsuJtats suivants, dans lesquels on a fait ligurer d’abord la iruns- 
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formation employee, puis les limites entre lesquelles doivenlrester 
Jes variables pour que les expressions sous le-s radicaux soient po- 
sitives, enfin la relation differentielle. Tout est suppose reel. 


X 


C2’ 


o o<ar<f, 

ACo, _-L<r<o, 


dz.sgn 5 

V^A(^2_i)(52_uc^)| 


dx 

— x){c-x -f- t) 


X = , X compris entre i et — - , 

c-^ ^ c- 

<a?i;.sgn f(c2 — i) ^ dv 


/A(; 


-I ) 


c2) I |\/4A:r(i — x){c^x — i) I ’ 


-2 ^2.7'Z COS0 r2 


-i ^ 7 - - cos 6 /'2 

. sgn [ r ( — z^) cos 6 ] 


X compns entre tangS - et 


tang2 _ 


0 ’ 


v/A(s2-j» 2/':; COS0 -4- 7'2)(^2 — 2.rz cosO -f-r®) | 

dx 


' / 0 0'\/0 0\ 
i^kr^x sinS - — cos^ ~ j | sin® ^ — x cos®-y j 

Lc lecieur pourra appliquer ces formulas aux differentielles 
d^ dz dz 




/i — 


y/r -f- 


615. Lorsque non seulemenl les coefllcicnts de Z mais aussl 
le cliemin d’iuLegration est reel, on a maintenauL tout ce qu’il 
faut pour ramener directemeni revaluation d’une integrale quel- 

/ dz 

“ d celle d’nne int^grale du type nor- 
mal dc Woierstrass J d’une int^grale du type 

normal dc Legendre oii k'‘‘ est r^el et com- 

J /(i — a?*) (! — /:»«*) 
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pris entre o et i. On evite ainsi les transformations que nous 
avons etudiees a la fin du Chapitre VII du Tome TIL 

Quand les racines de Z sont Loutes 7'eelles, on fera Pune des 
transformations lineaires indiquees ; dans le cas conlraire, on 
commencera par faire Pune des transformations quadratiques 
qui conduisent a iin polynome dont toutes Jes racines sonl 
reelles. 
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CHAPITRE X. 

IXTEGRALES ELLIPTIQUES. 


I. — Evaluation des integrales elliptiques. 

616. On appelle integrale elliptique toule integrale de la 
forme j F (^5 ou X est un polynome en x dii troisieme 

ou du quatrieme degre, a racines inegales, etF(x, \/^) fonc- 
tion rationnelle de x et de y/X. Soil par la substitution lineaire 
(CXXXIT), soit par un autre proc^dd qui sera etudid au Chapitre 
suivant, (CXLTIl), on peut ramener une telle intdgrale k Ja forme 
f ou Y = i\y^ — o — gi est un polynome a ra- 

cines inegales et ou f[y^ \/YJ est une fonclion rationnelle de y 
et de \/Y. 

Supposons que I’integrale proposee soit une integrale definie, 
prise le long d’un chemin (^) allant du point x^ au point X\j et 
ne passant ni par une racine de X ni par un p61e de F(^c,s/X); 
le long de ce chemin (^•) convenons d’entendre par y/X la deter- 
mination de cette fonclion qui resulte, par continuitd, de cette 
memc ddterminalion pour un point particulier, pour le point ini- 
tial ^0 5 exemple. On pourra, en appiiquanl le theoreme de 
Cauchy, substilucr au chemin (^x') un chemin ayant les memes 
cxtrdmitds et qui soit equivalent au chemin (^), c’esL-^-dire qui 
conduise a la m6me valeur de Tinldgralc. On peut done, si Ton 
veul, supposer de suite quo le chemin (a:) sc compose de segments 
de drojte ou d’arcs dc cercle. 

Si Ton emploic la substitution lindaire (CXXXII4), les pro- 
])ositions du n*'S97 fei'ont connaitre le chemin (j*) correspondant 
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au chemin (x); Pint^rale \/Y) dy doit etre prise le long 

de ce chemin (r). La determination de y/Y pour im point quel- 
conque^ du chemin (y) resulte de celle de y/X. au point corres- 
pondant ^ du chemin i^x) au moyen de la formule (CXXXII > ) ; 
on obtiendra ainsi, en particulier, la determination initiale y/Yo 
de y/Y pour le point initial jKo correspondant an point Xo- 

Si I’on fait ensuite la substitution y = p ( ; ^25^3) et si I’on 

determine, dans le plan des tin chemin ( u) correspondant anx 
chemins {y) et (x) par les formules 



ou les int^grales sont prises le long des portions des clicmins (y) 
ou (x), qui partent des points yo ^0 pour aller aux points y 
ou x, et ou Uq ost Tune quelconque des Yaleurs de u qui satisfont 
aux equations concordantcs 

ro - P^fQ, /Yo ~ --p'uoi 


on aura, tout le long des deux chemins (y) et (a), cn deux points 
correspondants, les relations^-" == pzz, y/Y ~ - p' ^^7 
ramene au calcul de I’inlcgrale 



- p' u) ,p' u da. 


ou Jc signe / porte sur unc fonclion doubicment pcriodiquc, <a 
ou la variable doit siiivre un chemin connu (^/). l/cvaluation (I’uno 
pareille int<^gralc a 616 trait^c au Chapitre VII 1 du Tome 111 . 

Quant k la d<^termlnation du chemin {u), observons d^ibord 
que ce chemin se reduit a unc portion de Paxc des qnantitds 
rdelles si Ton n’a aflhire qu’a des fonctions I'ccllcs de variables 
rdellcs; on n’a alors qu’jA cn determiner les cxtrdmitds. Lors(|U<‘ 
les coefficients de X, Y sont r^cls, les variables .r, y dtant d’ail- 
Icurs quelconques, nous avons donn^ au Chapitre IX tons les de- 


tails ndccssaires pour devaluation des integrates J J* 


qui ligurent dans la formule (t), et Ton poiirra done, dans cc cas, 
ddterminor Je chemin (u) avoc autant d’approximalion (ju’ori Ic 
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vouclra : on n'a d’ailleurs pas besoin de determiner les points in- 
termediaires avec autant de precision qiie les extremites Wi, 
parce que, pour revaluation de Pinlegrale de la fonction double- 
ment periodique, on pent remplacer le cbemin (u) parun chemin 
equivalent ; toutefois, on doit se rendre compte de lafacon dont le 
chemin (^/) est place par rapport aux pdles de la fonction double- 
ment periodiqne. 

11 est a peine utile de dire que Ton peuL tout aussi bien rame- 
ner rintegrale proposee a une integrale de la forme 
ou Z est de la forme (i — — it-:;-) et ou f{z,\/7j) est une 

fonction rationnelle de z et de \JlL\ par la substitution ^^snrz, 
y/Z=-^sn'w, on est ensuite ramene a Pintegration d’nne fonction 
doublement periodique. 


617. II nous reste, relativement a la determination des p 6 les et 
au developpement de la fonction doublement periodique dans 
leur voisinage, a donner quelques indications qui n’ontpas troiive 
place dans le Chapitre VI du Tome III. 

En posant, pour abreger, y = pu^ y = la fonction dou- 
blement periodique que Ton a a integrer pent Stre supposee mise 
sous la forme 


cp(M) 


p~-Qr' 


en designant par P, Q, R, S des polynomes en y de degres res- 
pectifs a, y, o, polynomes que Ton pent snpposer sans plus 
grand commun diviseur. 

On I'ccoxinait tout d’abord, en remplagant dans cette expres- 
sionjrcty par^ + ’^ + ...,- 7 ^ 4 -^-;--^..., que o est un 
pole de o(w) lorsque le jdIus grand m des nombres aa, 2 § 4 - 3 est 
sup^rieur au plus grand /^ des nombres 2 ^, 2 5 -f- 3 ; Tordre de 
multiplicity du p 6 le o est m — n = p.. Si Ton ordonne le nurne- 
ratcur et le dynominateur de <p(w) snivant les puissances crois- 
santes de a, que Ton efTectue la division du numyrateur par le 
denominateur jusqu'a ce qii’oii ne Irouve plus au quotient de 
puissances ncigatives de w, puis que Ton rnette ce quotient sous 
la forme 

A. ■— -r- Ai D — H- As — -H - . . '1- Am— 1 — » 

II a a ^ u 
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la partie de qui correspond au p6le o, c'est-a-dire la partie 

de qiii devient infinie pour it — o, sera (n® 3 o 8 ) 

A S -r- Ai ZA - A2 r • • * - " 

Considerons maixitenant uti pole a a de f(u) qui ne soit pas 
congru a o, modalis 2(o^5 20)3. Le numerateur de etant fini, 

le denominateur doit etre mil pour u “ a \ on resoudra done les 
equations simultanees eny^y' 

R -^Sy =^-o, y^=^4y^—sr27 gi- 

Soit y~b, y~ U line solution de ces equations ct a ~ a une 
solution des equations = 6, p'^^ — 6^; u a sei'a un p6le, si 
P“4” Qy'n’est pas nul pour y — b,y ~ 6'. Pour s’assurer dans 
Lous les cas que a est un pole, el pour trouver la partie corres- 
pondante de on pourra ramener ce cas au pr^c^dent en 

faisant le changement de variable uz=: ^ a] les formules d’addi- 
tion permettront d’exprimer p(pH-a), p'(p -f- a) rationnellement 
cn pp, p'p, et de transformer 'f{u) en unc fonction ralion- 
nelle de pp, p'p- On peut aussi, pour obtenir les premiers texuncs 
du d^veloppcmenl de <f)(a + p) suivant les puissanees croissanies 
de p, x'emplacer p(^« + p), par leurs d^veloppements 

de Taylor suivant les puissances croissantes de p^, ordonner le nii- 
meraletir et le denominateur de <p(a + p) suivant ces mcmes puis- 
sances, elTcctuer enfin la division en nc gardant au quotient ({uc 
les puissances negatives de p. II n’est pas inutile d’obscrvcr (pic 
Pordre do niultiplicitc de la racine b de requation 

jj ^2 - 4 - ' I ' ilS- rrs 0 

est Tordredc rnulliplicito du pole <2, dans Ic casoui>a’est pas unc 
racine conxnuirie a 11 et a S, oil b' n’est pas nul, et oii P -1- i^y^ 
n’est pas nul pour y^~~ />, y' - - b'; autremenl, I’ordrc do mullipli- 
cile esl abaisse. 

Ayant determine Tun apices I’autrc les pules dlslincts do f (/^), 
puis les parties corrospondantes do la soxnme clc toiites ces 

parlies sera egalc ii la fonction a unc coustanle additive [>r(is, 

que Ton pourra detci'inincr cn donnant a ti une valour arbilrairc, 
par cxemple la valeiir o, si o u’est pas uii p6lc. Si done on reprend 
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les notations du 3o8, en ecrivant toutefois o(u) a la place de 
on aura 

/ = V 

= («)= G — ^ — a;j — . .-t - (m — a^)J, 

/ = 1 

et toutes les constantes qui figurent dans le second membre se- 
ront connues. La somme est nulle. 

618. LMntegrale indefinie ^ est, en general, une fonction 

lineairede uel de tennes telsqiie log3’(^^ — a), — a)^p(u — a), 
p^(u — Gc), ^ etant un pole quelconqne; a cause des formules 
d’addition (VIJ3) et de celles qu’on en deduit en prenant les de- 
rivees, on voit aisement que cette integrale indefinie contient un 
terme en w, un terme en une fonction rationnelle de pu, p^u 
et an tan t de termes en log o ' (m — a) qu’il y a de poles a pour les- 
quels le I'^sidu correspondant n’est pas nul. 

Pour que cette integrale soit une fonction univoque de w, il 
faut et il suffit qu’elle ne contienne pas de logarithmes, c’est-^-dire 
que cliaque residu A^^’^ soil nul {i— 1 , 2 , — , v). Pour qu’elle soit 
line fonction doublement p6riodique de avec les periodes acoj, 
2 t 03 , il faut et il suffit qu’elle ne contienne ni logarithmes, ni 
terme lineaire en w, ni terme en c’est-a-dire que Ton ait 

iszy 

= o (t = i,2, ..,v), G = o, ~ 

izs I 

On obtient ainsi les conditions n(5cessaires etsuffisantes pour que 
Pint^grale F (^x , s/’X.) dx s’ exprime ralionnellement en x^ v/X. 

11 peut arriver que cette derniere integrale soil la somme d’une 
fonction rationnelle en x, ^/X et de logarithmes, multiplies par des 
constantes, de telles fonctions. Elle est dite alors pseudo-ellip- 
tiqiie. Les conditions pour qu’il en soit ainsi sent beaucoup plus 
cachees. Nous nous con teutons de signaler ce probleme, sur le~ 
quel le lecteur trouvera d’interessants developpements dans le 
dernier Ghapitre du second Volume du Traiti des fonctions el- 
liptiques d’Halphen. 

T. et M. - IV. 
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11. — Reduction de Legendre. 


619. Enseplacantaun tout autre point devue, Legendre amon- 
tre que revaluation d’une integrale de la forme y/X ) dx se 

t*amenait a des integrations elementaircs et a revaluation d’int^- 
grales rentrant dans trois tjpes simples. Bien que le precede d’in- 
Legrationque nous venous de dccrire dispense d’appliquer Ic mode 
de reduction de Legendre, ce mode de reduction n’en gai'dc pas 
nioins un interet propre, non pas seulemenl parcc qu’il pent etre 
j)ratiquement utile dans certains cas, mais surtouL parce qu’il esi 
I’origine de la classification des integrales en integrales dc pre- 
miere, de deux-i^me et de troisi^me espece, classification qui s’(5- 
tend de la facon la plus nalurelle aux intdgrales de la meme nature 
(dilcs hyperelliptiques) ou Ic radical portc sur un polynome dc 
degre sup^rieur au quatridme. 

Tout d’abord, I’expression F(^, V^X), misc sous la forme 
P -f- Q /X 


ou Pj Q, R, S sont des polynomes entiers cn sc ra- 

R S v^X 

mene, en multipliant cn haut et en bas par R — S \/X, a la forme 
ou M, N sont des fonctions rationncllcs cn x- La pre- 

midre partics’inu'igrc par les fonctions elementaircs. En ddeompo- 
sant N cn fractions simples, on ramcne J’inldgration dc la scconde 

dx 

- a )P /X ^ 


xf* dx 


partic a colic d’inl(§gralcs dc la forme / 

J /x 

que nous comprendrons sous Ic type unique 


ou 




X„ 


/ 


(x — a)P dx 


oii p esl un nombre enticr j)ositif ou ndgatif. Si I’on pose 
X = A(^ — H- H- 6G(.2? -- a)2 -H 4 D(^ -- a; -H E, 

dans ridentite 


dx 


[i^-ay-Vx] 


- 


- a)'’"iX-{- 5 (x • 


■ayv 
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ou r est iia entier quelconque et ou X' est la derivee de X, on 
trouve, apres avoir integre, 

(r -1- 2 ; AX;.^3 2( 2 7' — 3> 6(7’ -j- I) GX/.-t-i 

-r- 2(2/' — I ) DXr — 7 *EX,-i = {x — ay \/X. 

Si E n’est pas mil, c’est-a-dire si a n’est pas racine de X, on peul 
resoudre cette equation par rapport a X7._j, lant que r n’est 
pas nul; si E est nul, D n’est pas nul, sans quoi X admettrait la 
I'acine double <2, et I’on peat toujours resoudre requation prece- 
denle par rapport aX^. 11 resulte de la que si p est negatif, X^ 
pent toujours s’exprimer au moyen d’integrales analogues a in- 
dices positifs ou nuls, de X_| etde quantiles algebriques. 

Pour ce qui est des integrales a indice positif, elles se ramenent 
a la forme j ; nous continuerons a les designer par X^ et 

nous cmploierons la meme formiile de reduction en supposant 
a = o et en regardant A, B, C, D, E comme les coefficients memes 
du polynome X. On peat alors resoudre la formule de reduction 
par rapport a X7.^_3 si A n’est pas nul, par rapport k Xr^-a si A est 
nul; on voit done, si A n’est pas nul, que X3, X4, X5, ... s’ex- 
prinient au mojxn de Xo, Xi, X*>, et si A est nul, qiie X^, X3, 
X4, • , . s’expriment au moyen de Xo, X^. Dans le premier cas, 
on pent pousser plus loin la I'eduction; cela est Evident si X est 
bicarre, car aiors X< se ramene aux transcendantes elementaires 
cn prenant oc- pour variable. 

Bornons-nous anxeas ouX a Fune des formes (i — ^-)(i — 

4^® — On voit qu’on n’a a considerer que trois types 
d’integrales, qui sonl, dans le premier cas, 

/ dx rx^dx r dx 

W J J 

et, dans le second cas, 

/ dx rxdx r dx 

J 7^’ j 

Ces integrales sontdites respectivement integrates elliptiques de 
premiere, de deuxi^me, de troisieme espece. Le type des info- 
grales de seconde esp^ce change avec la forme de X. 
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620. Ces niSmes denominations sent employees avec des signi- 
fications dllFerenteSj Cfue nous expliquerons tout a 1 heure, et qui 
d’ailleurs permettent toujours de dire, comme le lecteur s’en con- 
vaincra sans peine, que [’evaluation d’une intdgrale elliptique se 
ram^ne k I’evaluation d’une integrale de premiere espece, d’une 
integrate de deuxi^sme espfece et d’une ou plusieurs intcgrales de 
troisi^me espece. Mais, en restant encore un instant au point de 
vue ou nous nous sommes places, nous voulons remarquer que si 
I’on regarde les integrales ci-dessus comme cffectuees le long d’un 
chemin et comme fonclions de leur limite superieure a;, c’esl-^- 
dire de I’exlremitd finale de ce cKemin, I’intcgrale de premiere 
espece resle finie quel que soil a?, m^me pour x infini, tandis quo 
I’integrale de deuxifeme espece devient infinie avec a:, ct que I’in- 
tdgrale de troisifime espece devient infinie comme log(x — a) 
quand x s’approche de a. Les fonctions A&x ainsi definies rcsleni 
d’ailleurs holomorplies dans toute aire limilee par un contour 
simple, d’ou le chemin d’intdgration ne doit pas sorlir, et oii 

~ (s’ils’agitdes inldgrales des deux premieres especcs),- 

(s’il s’agit de I’inlcgrale dc Iroisieme espece), est une fonclion 
holomorphe de x. Mais les choses se passent d’uno facon un pen 
dilTdrenle aux environs du point oo, suivant la forme dc X. Kn 
nous bornant par cxemple aux integrales de premiere espece, si 
I’on fait la subsliliilion x = -> on aura 

JS 


f 

f 


dx 

\j (i ^ } 

dw 

/ 4 ^— — >3 


da 


r -d:i 

J /j(4 


52) (/fJ — ^2 J 

dz 


or, dans le voisinage du point ;3 = o, qui correspond an point 
x = oo, - 77 = = : ;i = = J: = = == ==, cst uttc fonclion holomorphe dc 5 , mais 

V(t — — 

non - 7 = 1 : ; nous aurons I’occasion, propos des no- 

tations de Weierstrass, de revenir bienldl snr le second cas. 
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III. — Notations de Jacobi. 


621. Nous avons maintenant a expliquer quelques notations et 
expressions qii'il est indispensable de connaitre. 

Supposant k reel, positif et plus petit que un, et designant 
par A<p, oil c est un angle reel, la determination positive du ra- 
dical y/i — /i- sin^'fj Legendre pose 


F,=)=f 

J, 

E(9)= / A© 
do 

7r 

TZ 

F»> =•/■•&. 

Ja 

1 /*2 

= / Ao do^ 
do 


et appelle F(cp), E(cp) fonctions elliptiques de premiere et de se- 
conde espece. et sont les fonctions completes. 

Le mot fonction elliptique a pris,depuis Jacobi, un sens entid- 
rement different : on entend g^n^ralement sous ce nom les fonc- 
tioiis que nous avons ddsignees sous le nom de fonctions double- 
ment periodiques du second oi'dre. 

La fonction F(f) de Legendre n’est autre chose que V int^grale 


dx 


elliptique do premiere espece (n° 619) j 

dans laquelle on a reraplace x par sin<p. La fonction E('f ) de Le- 

s i o ^ cp 

do ; c’est done une combi- 

liaison lindairc d’une int^grale elliptique de premiere et d’une 
int^grale elliptique de seconde espece (n° 619). 

Legendre a encore introduit la notation ^(/^, ®), ou n est un 
paramelre, pour designer Tint^grale 


/ 




-I 




(1-+- /isin!(p;A9 (i — y'— n sincf ) A<p 


■/’ 




1 1 H- 1 


icp) 


c’est, en conservant la definition du n°6l9, la somme de deux in- 
tegrates elliptiques de troisi^me espece, integrales dont la diffe- 
rence s’exprime d’ailleurs au moyen des fonctions ^lementaires. 
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II pent n'etre pas Inutile d’observer que la valeur de Acp est 
loujours comprise entre // et i, et que Ton a, pour chaqne va- 
leur de A'^^cos'j. 

^ 7 ^ ^ 


622. Jacobi a inlrodiiit d'aiitres notations, siir lesquelles nous 
insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable qu’il a desi- 
gnees par les notations am«, co amz^, E(?/),n(z^, a), peuvent etre 
definies par les formulas 


iClh) 


amu = / dnudUi co am Z4 = am(K — zz), 

J 1 ^ ^ TT/ \ A-2 sna cna dna 

I E(zz;= I dn^-udu, n(M, a)=jf 


A*- sn a cn a dn a sn-^ u du 
sn2 u ^ 


dans la derniere desquelles a est un parametre. Le module k doit 
etre regarde comme une donnee, differente de o et de i. 

Les quantiles que Jacobi designe par K, K' coincident avec 
celles que nous avons designees par x(A‘^), x'(Z:-); la quantity t, 
qui permet de construire les fonctions sn, cn, dn (n°®818, 306, 
formulas LXXIo,7,8j XXXVlL^o)? et qui figure dans les definitions 

precedentes, est supposee egale Les notations am(zz, /r), 

E(z^, A), ... au lieu de amu, E(zz), ... s’entendent d’elles-memes. 

Lorsque k est reel, compris entre o et i, la quantite K de Ja- 
cobi coincide avec La quantite de Legendre. 


623. Considerons d’abord la function amtz. La fonction dnz^ ad- 
met pourp6lesles points 2 /zK -f- (a/? -f- i) iK.\ en d^signant par n 
et n' des entiers; les residus correspondants sont %aux k zh i. Si 
Ton se borne k assujettir le chemin d’int^ration k nepas passer par 
ces p6Ies, on voit done que la fonction amz^ n’est d^finie qu’a un 
multiple pres de 27 c. La fonction dnu est holomorphe a rinl6rieur 
de la bande limitee par les deux par.alleles qui sont le lieu des 
points db quand on fait croitre la variable reelle ^ de — 00 
a -4- CO. On pent done regarder amu comme une fonction holo- 
morpbe a Tint^rieur de cette bande, qui, dans le cas oil k^ est 
rdel et plus petit que un, comprend I’axe des quantit^s r^elles. 
La fonction amt^ est evidemment impaire. 
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An reste ces r^sultats apparaissent encore siir rune des for- 
niules (CXVi''', 



(Ixiudu = zlog(cnM 


i sri u I. 


La meme formule montre que Ton a 

cn u — i sn u = e-^ " : 

d"ou, en changeanL ii en — ajoiitant et retranchant, on deduit 
(CII^) sinaniw = snz^, cosamzz = cna. 


624- Si Ton se replace dans le cas ou /r- est reel, compris entre o 
eti, on voit aisement, al’aide des formules precedentes et de celles 
qui donnent les derivees, par rapport a de sn Uy cn dn que les 
fonctions F('f ) de Legendre se rMuisent adn^^ et u quand on 
y remplace cp par am ii. 

C’est en realite la fonction inverse de F (o) que Jacobi a de- 
signee par ain«^; en d’autres termes, il a regarde la limite supe- 


rieiire (p de I’integrale / ^ comme nne fonction de la valeur u 

de cette integrale, et il a appele anii^ cette fonction. Dans les 
memes conditions, A(am^^) n’est autre chose qne dnw. Depuis 
Jacobi, on designe par A am quels que soient u et exac- 
tcment la fonction de u que nous avons designee par dn^^. 

En regardant am;^ comme une fonction holoniorphe de u dans 
la bande definie plus haul, on aper^oit immediatement les rela- 
tions 


TC 7t 

(Cflc) am(K)=”> am(nK) = 7i— 5 am (zz H- = am w -h / ztt, 
ou n est un entier. 

Quand u aiigmente par valeurs r^elles et que est compris 
entre o et i , on voit immediatement que la fonction am u augmente 
toiijours ; son signe est celui de u. 

Les expressions de sin co am w, cos co amw, A co am au mojen 
de snic^ cnu^ dnu^ se d^duisent immediatement de la definition 
de co amt^ et des formules (LXXIL). 
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62d. La fonction u) cle Jacobi esL univoque^ on voit (n° 432) 
qii’on pent ecrire 

E 

(Cris) E(MJ — u — %{u)^ 

le nomfare E est egal (n° 432) a / dn-u du ; on voit qu’il est 4gal 

*“-0 

a E('K); c^est le E'’^ de Legendre. 

Le theoreme d'addition de la fonction ^ conduit de suite aux 
iheoremes d’addition des fo actions Z(;^), E(z^), a savoir : 


T^iii) — Z( a) - - Z{u — a) -=E(z^) --Efa) — E(z^ — a) 

— — A'S sn M sn a sn ( zi — a); 


on en lire aisemenl la relation 

(a) aZfa) — Z(a — u) — Z{a — = 


!i/:^sn«cndxdn£tsn2 u 
I — / c - sn 2 < Q & sa 2 u 


Signalons encore la fonction introduite arissi par Jacobi 

et definie par I’egalite 


(Glln) 



u 

E (^^) du 


K 


e(o; ' 


On voit comment, dans cel ordre d’iddes, s’introduit la fonction 0. 


626- La fonction n(a, a) de Jacobi s’exprime an mojen des 
fonctions Z, 0; cette expression s’obtient en appliquant les regies 
generales d ’integration, ou en integrant, enlre les limites o et a, 
les deux membres de Legality (a); on trouve ainsi 

<GII*) n(«,a) = «Z(a)H- 

ou encore, en tenant compte de la definition de Q(u), 

(GIIii) n(M, a) = w E(a) 4- - log SliiZZfi}. 

u ® H” a) 

Dans ces deux fornaules, la determination du logarithme depend 
en general du chemin d’int^gration (n® 801) ; il est a peine utile 
de signaler le cas, frequent dans les applications, ou le second 
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membre doit ^tre reel parce que le premier Test evidemment. On 
a, en particulier, 

{CIIio> Etc K. j = KZ(a) == KE(a I — aE. 

L’expression de 1I(uy a), au moyen de la fonclion Q el la defi- 
nition de cetle fonctioHj mettent en evidence que la derivee de 
n(w, a), prise par rapport a Uj s’exprime an moyen de il 

en resulte ce theoreme de Jacobi : 

La derivee d^une integrale elliptique de troisieme espece^ 
par rapport d Vintegrale elliptique de premiere espece prise 
comme variable^ s' ex prime an moyen integrates elliptiques 
de premiere espece et dHntegrales elliptiques de seeonde es- 
pece. 

Le theoreme de I’echange du parameLre et de Targument s’ex- 
prime par la formule 

II(z^,a) — n(a, u) = uZ{a.) — olZ(u), 


ou le second membre devrait ^tre augment^ d’un multiple de 
si on laissait aux fonctions 11 toute leiir ind^termination. 

Le theoreme d’addition de la fonction n s’exprime par la for- 
mule 


n( a) -I- a) 

1 


• II( M -+- p, a ) 


0(m — — a) 0(w -r- p H- a) 

*-i ^^0(w-[-a)©(p-Ha)©(24-T-p — a) 

£ , 1 — sn ^ sn p sn g sn ( -T- p — a ) 

2 ^ 1 -H A'2 sn w SUP saa bn(u p -f- a; 

__ I 1 { fi — /c^ sn^(a «) sn^(p -i- «)] [i — / c^ sn^ a sn- (i^ -f- p — a)] 

""4 ( [i — sn® (m — a) sn2(p — a)] [i^ — /c- sn^a sn2(M -i- p -h a)] 


I , — Z(a 

2^"® Z(«— K) 


u ) Z ( a — j— p ) — {— Z{ u — f- t K } — Z ( p -+- j K. ) 

Z(a p) -(rz(3^ — . jK')— Z( p — iKf ) 


IV. — Notations de Weierstrass ( ^ ). 


627. L’inldgrale elliptique normale de premiere espece, au sens 
de Weierstrass, estl’intf^grale J" ou.Y~/\y^ — g^y — ^3: on 


(') Voir Schwartz, Formules^ etc., n“» 56, 57. 
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la de*iigne par J i y\ y Y ) : cette integrale n’est determinee que si 
Ton se donne la valeur initiale de \ Y et le chernin d'iategration. 
qui ne doit passer par aiiciin des points ei, et le long du- 

(juel les valeurs de y \ se deduisent par continuation de la valeur 
initiale. A cause de la iimite snperieure, quelques remarqnes 
concernant ce cheinin sont necessaires. 

Considerons un cercle decrit de Forigine comme centre et con- 
tenanl a son interieur les points Cjj ; designons par S la 

region exterieure an cercle, dans laquelle on regarde comme 
une coupure la portion de Faxe des quanlites negatives qui est 
exterieure aii cercle, en sorte que la region S est limitee par le 


cercle et cette coupure. Dans S, est une fonction holomorplio 
de y, determinee des qu’on se donne sa valeur en un point ; elle 
pent etre represenlee par une serie ( — j entiere en -^5 ne 

conlenant que des puissances impaires de — et commengant par 

yy 

un terme en Au point de S ou Fon se donne la determina- 
tion de y/Y, Fegalite ^ determine sans ambiguite la 

valeur dey/y, qui est des lors determinee dans toute la region S. Si 
Fon designe par s^rie entiere en commengant par 

un terme en -^9 dont les differents termes ont pour d^rivees, par 

rapport a r, les termes correspondants de y? ( changes de 
signe, il est clair que Fon aura 


•K /Y 





quel que soit le chemin d’int^gration, pourvu qu’il ne sorte pas 
de S. Si la fonction pu est formee avec les invariants dans 

la meme region S, les egalit^s pu=yy p'u — — y/Y ddfinissenl, 
a une constante additive pr^s de la forme 2/2 CA)^ + 2 u 
comme une fonction holomorphe de y; cette fonction ne peut 
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difFerer de (“7^^ constante C, puisqii'elle doit 

\ V ^ 

verifier dans S, conime la fonction la relation ^ = — 1— ; la 

4 )^ — v^Y 

fonction = C -f- devant verifier Fegalite pzz pour 

de grandes valeurs de y, C est necessairement de la forme 
2 7^co^ + 2 /t^co 3 : en d’autres termes, u = ^i 1 ) ®st une solu- 

„ \vr ^ 

tion des equations pu=yy pii = — : toutes les autres so- 

lutions s’obtiennent en ajoiitant a celle-la des multiples entiers 
des periodes. 

Ceci pose, considerons un point quelconque et un chemin 
d’integration allant de ce point au point cc; nous nous bornerons 
a supposer, relativement a ce chemin, qu’ilfinitpar resler dans la 
region S, a partir du point j/-,, par exemple, point ou le radical 
\/Y a. acquis la valeur \JY i , deduite par continuation de la valeur 
donnee \/\q de y/Y en yo- La valeur J(yoy v/^ o) de la fonction 
J (y, enjKo sera definie par Tegalite 









J {yo‘> depend nuUement de la parlie du chemin d’inte- 

gration qui vade^i a I’infini, mais seulement de la portion du 
chemin qui va de jko ^ En un point quelconque^ de cette 
portion de chemin, la fonction J (y, s/‘Y ) est d6finie par la m^me 
egalite, ou il fauL seulement effacer I’indice o ; elle verifie done tout 

le long de ce chemin Tdgalitd ^ et peat etre I'egardee 

comme la continuation, le long de ce chemin, de la fonction 


( -4= ) avec laquelle elle coincide aux environs de Tout le 

\s/yJ 

long de ce chemin, comme aux environs du point jki, elle veri- 
fiera les equations pu =JK, p! u= — /Y, et il en sera ainsi, en 
particulier, au point y^^ pour lequel nous d^signerons par la 
valeur de la fonction J (jk? v/^)- 

Si I’on se donne les deux entiers n et et que I’on imagine, 

dans le plan des w, un chemin qui aille de a + 27^'tl)3 
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sans passer par auciin des poles ou des zeros de p' le point 
y= pii decrira dans le plan des y un certain chemin ferme par- 
lant de pour y revenir, en ramenant anssi le radical \/Yj qni 
ne cesse d’etre ec:al a — p w, a sa valeur primitive ^o* done 
on designe par (, C} ce chemin ferme parcourii en sens inverse, et 

si I’on considere la valeur de la fonction J ( point yo, 
origine du chemin d'integration forme par le chemin (C) suivi dc 
Tancien chemin d'integration, cette valeur sera egale a I’ancienne 
valeur augmentee de 2/2cO| -h 2 

En resume, la fonction J definit seulement 

par les valenrs dey et de \/Y sans sc donner le chemin d’ integra- 
tion, n’est definie qu’a unesomme 2/1004 4- de multiples de 

periodes pres; en changeant le chemin d’integration, on pent 
I’augmenter d’un nombre quelconque de la forme 2/zto, 4- a/z^cos, 
ou n et sont des entiers. L’ensemble de ses determinations est 
identique avec Fensemble des solutions des equations (en //), 

~ — v/Y. 

628 . L’int< 5 grale elliptiquenormalede seconde espece5E(j>^, ^Y), 
au sens de Weierstrass, est une fonction analytique de y donl la 

derivee est Cette condition permet de la definir, a une con- 
stante additive pres, comme une fonction holomorphe de y dans 
toute region limitee par un contour simple ou “ est aussi une 
fonction holomorphe. 

Si dans la fonction on remplace u par J (y, v/Y), on ob- 
liendra une fonction de y dont la derivee sera X ^ ? c’esl-a- 

dire™* On peut done prendre pour \/Yj precis^ment la 

fonction {y, y/Y)]- L’int^grale elliptique de seconde esp^ce 
est ainsi definie par les mdmes Elements que Tintegrale de pre- 
miere esp^ce; quand le chemin d’int^gration change, de fagon que 
J (y^ \/Y) augmente de 2/2o>4 4- 2/1' 0)3, E (jK? \JY ) augmente evi- 
demmentde 2 n 7 \i + 2n^r\2. Dans la region S, la fonction P(y^ s/Y) 
peut 4tre definie comme une fonction holomorphe de ce sera 
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une serie procedant suiv^antles puissances entieres de dont les 

sjy 

termes auront pour derivees respectives les termes de la serie 

) ; elle commencera par an terme en sjyel ne comportera 

\vyj 

aucLin terme constant, puisque cette serie pent aussi bien s’obtc- 
nir en remplacant u par d?* dans la serie ^ ™ -r-. • - 

qui definit 

On pourra poser, en general, 


J'( 


y-. 




^ ydy 


sn 


en clioisissant convenabiement la constante d’integration. 


629. L'integraleelliptique normalede troisieme espece, ausens 

de WeierstrasSjintegrale que I’on de&igne par J {y^ \/Y ; y ^ , ), 

estune fonclion analytiquede la variable et d’un parametre : 
dont la deriv^e par rapport a y est 

2 y—yt 


Si Ton y rempIacejK? \/^i respectivement par p zz, — p'zz, 

pin, — elle deviendra une fonction de u dont la derivee, 

par rapport a u, sera - ^ * Une telle fonclion est 


log 


(f( in — u) 
cfucrut 


U^Ui 5 


OD pourra done prendre pour J {jr, ^/Y;y,, v/Yi) I’express^n que 
I’on. obtient en remplacant u et Ut par v/Y), J (^y i , \/Yi) dans 
+ Cette fonction, si m^me les quantit^s 

j(y, y'Y), J(ro /^) enti^rement d^termin^es, n’est d4- 

finie de cette fagon qu’^ un multiple prfes de 27ut, ^ cause de la 
presence du logarithme. 

Si Ton remplace, dans I’int^grale normale de troisieme espece, 
j(y, y/Y) par J {y, /?) + anu), + an'ws, elle augmente de la 
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■ 21 nr, I — ) J {yi^ y Yi) — n ntoi-r- /i'toa) \/Yi) uri'^Tzi, 


630. Le iheordme de I’echange du parametre el de I’argument 
s'e’iprime dans les notations de Weierstrass par I’egalite 

Jiy. v^Y : .ra, ^T,) - J (y„ /yI : y, /i ) 

= JO', /Y)J'(J'i> — J'(r, t/y) j (ru \/Ti) -h(2n-t-l)-n:i. 

Les tlieoi'emes d' addition pour les integrales normales des trois 
especes sont contenus dans la proposition suivante que nous 
empruntons textuelleineot a M. Sohvreirz ( Foi'miiles, etc., 57). 
Si Foil pose 

Ui -t- ^2 = 

puls 

0 ^^= pUQ, pui, ££*2 = pU 2 , pu^. 

ro = — yi = — p'ui^ ^2 = — — 


on aura les ^galit^s 

J (^1, j-i) — J J ys), 

J'(a72,r2) = J'(^3,JKa) -+“ ^ 

3 3[/ £ ^ 2 

J i xi.yi : Xo, yo) -i- J (a?i,ra 5 ^o, ro ) 


= J (iTa, j>'3 ; ^0, ro ) — 


1 I / ri -*-.n 

2 CSi <a ?2 \ ^0 


-4- Vo 
372 / 


Chacune d’elles exprime que, si Ton altribue a chacune des in- 
tegrales qui figurent dans son premier membre I’une quelconque 
des valeurs en nombre illimite qu’eile est susceptible d’ avoir, la 
somme obtenue est egale a Tune des valeurs en nombre illimite 
que pent avoir le second membre. 
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CHAPITRE XL 

SUBSTITUTIONS BIRATIONKELLES DE WEIERSTRASS. 

INTEGRATION DE L’ LIQUATION DIFFfiRENTIELLE 
/ ^ « \ 2 

( I = ^C?o ^ 4^1 ~T” 6 <Z2 -{- 4 ^ H“ ^4 • 


631 . Nous rappellerons d’abord quelques proprietes relatives a 
la forme du quatrieme degre 

^ ^0 4 \ *^2 6 ^^2 1 4 ^3 -^1 > — ^4 . 

Si Ton y fait la substitution 

= Xj Zj -f- |-ti Z2j ;32 = XgZi -f- [Z 2 Z 2 , 

elle devient 

Aq Z £ H— 4 Aj Zj Z2 — i— 6 Ao Z^ Z| — j— 4 *^ 3 Z| — i— A4 Z^ , 

en posant 

^0= ^2)- 4 -h 1^2 

1*2 A2 = R{2 -h 2 (J-I {J.2 R{jX 2 H- ^-t| Rx? = ^ 1 R(r.5 - 4 - 2 Xi X2 R^,{jl- -h X| Rjl^^ , 

4 A3 = Xi R{Xi -i- Xg RjjLs, Aj = R ( [Xi , JX2 ) , 

dans ces ^galit^s, Rx|, R^.^,, Rx| d’une part et R^,, . .., 

R'^2 d’autre part, designent ce que deviennent les d^rivees par- 

. 1, (}R (JR (J2R <J2R <J!R j 1 

JST’ 55 ^' 557^’ M ^ remplace 5., 5. par 

X.j, 7.0 ou par [jL| , [JI2. 

Ddsignons par H(x?4 , ^2) le hessien de la forme R(:^^ , c’est- 
a-dire la forme 


H( 




= («o^2 — 4 - 2 (ao az^— aia^)z\z^ 

-H (ao^*4~l- — 3a|)5f (Sj -+- 2(^1 — a2az)ziz\ 


-H (^ 352^4 — 
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Si gi designent les in\ariants de la forme R(^^, ^2)? savoir 


(CXLIIIi) 


^2 = 3 Gf 2 4 Gtl CI3 -T- CtQ j 

= ‘ 2^1 — diia^a^ — ci:,a\ cr2 ^3 5 


et si G>, Gi designent les quantiles analogues formees au moyen 
des coefficients Ao, . . A4 de la forme transtormee, on a 


^2 


C 3 =^J 06 , 


en supposanl 0 = >4 — Xo aj. 

Aous aurons besoin de I’identite 


R(2 ;i, ^ 2 ) R(Xn ^ 2 ) — ^> 5 )“ 

== \ 'S] H^ 2 ){X 2 - 5 i 


On y parvient en remarquant que le premier membre, multi- 
plie par i44, n’est autre chose que le determinant 


j R32 24 »i ^2 RsiSa 

j -I R>f 


-5 X? R=? + 2 X. X, R'.., ^ X? r:^ 

Xf R{^ -+- 2X1 Xg Rp^^) ^ 4- X| R‘y 


qui est le produit par X2^^ — X| -:::o de la quantite 


1 R's? R'i.== 1 

» 1 Xo - t”52Xi ) 

Ki R^i ! 


Rl . RU 
“*1-2 

< T>" n' V * - - 

1 Rx,^, 1 

Rx? Ki \ 

-+" 2 ^ 2 X 2 1 

T>" Ti'' 

RxiX, Rx? 


dans chaque determinant, Xa^i — X^ JZ 2 se met encore en facteur, 
et Ton parvient ainsi ^Tidentite annoncee, qui, d’ailleurs, pour- 
rait se deduire aussi de Pidentite G 2 = ^2 S'*- 


632. Notre but est d^integrer Pdquation 

(£)’=’>'*)■ 

oil R (z) d^signe le polynome en s obtenu en renapJa^ant dans 
R(34, 52 ), Zt par et ^2 ^ I nous ^crirons a I’occasion R(3, 1 ) 

pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(-^) n’a pas de racines dgales, et que a, ne s’annulent 
pas simiiltanemeni, ou encore, que la quantity gl — ^7gl n'est 
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pas nulle. Nous avons vu 398), qu’ll existait une substitution 

lineaire ^ qui chan^eait - - en ou le polynome 

o ^/R(-) — v/Y ^ " 

Y = — S'ly — forme avec les invariants fondamentaux 

de la forme R(3); les coefficients a, ,3, y, o de la substitution 
lineaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de R(^) 
et d’une des racines de ce poljnome. Chercber une solution z de 
I’equation {a) qui, pour une valeur de u arbitrairement cboisie 
u = se reduise a une valeur donnee tandis qiie sa de- 
rivee z^ se reduit a une determination donnee Zq de y/R(5o}, re- 
vient done a trouver une solution jk de Tequation 



qui pour u = Uq se reduise a la valeur correspondant a 
tandis que sa deriv^e se reduit a = — v/Yo, la determination 
de v/Yo resultant de la determination de v/R(5o), comme il a 6te 
explique au n° 398. Or, la fonction pu = p(^l gi) etant 
construite, on pourra determiner un nombre To tel que Ton ait 
P^'q =yo 7 =yol la fonction y z=z p(u — Uo + To) verifiera 
I’equation (b) et satisfera aux conditions imposees : done la fonc- 
tion 

^ 05 P ( ICq H- ^>0 ) ^ 

verifiera I’equation (cc); pour ii = elle se reduira a ^o? tandis 
que sa derivee se reduira a z'^ ; e’est evidemment la seule fonction 
analjtique qui satisfasse a ces diverses conditions, lesquelles de- 
terminent les valeurs pour a = Uq de toutes les deriv^es de 
D’ailleurs, yo ely^ s’expriment rationnellement an moyen de Zq^ 
z^ et de a, P, y, o. Le tb^oreme d’addition de la fonction p 
inontre, des lors, que z s’exprime rationnellement au moyen de 
p{u — Uo), p'{u — iio), ^0, ^0 y ou de ao, 

et d’une racine de R(-5)9 mais, quelle que soit cette racine, le re- 
sultat doit 4tre le m^me; Texpression finale de z doit done, en 
vertu de la tbeorie des fonctions symetriques, ^tre rationnelle en 
p{u — Uo), y{u — ico)^ ^0? <^35 il en est ^videm- 

ment de m^me pour z'. Cette conclusion apparaitra directement 
T. et M. — IV. 
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sur la methode d’integration de Tequation (a) qull nous reste a 
developper, methode qui inettra aussi en evidence ce fait que 
p'(^u — Uq) s^expriment rationnellement au moyen 
de ;;a, -a. «o: ••• , ^5? en sorte que les substitutions qui ex- 
priment z et z' en fonclion de p(u — 2/0)5 sont dcs 

^Libslitulions birationnelles . 

jN^ous nous bom erons an cas ou ciq est different de 05 car, dans 
le cas oil est nul, Ja substitution entiere dii 598 fournit ai- 
sement les substitutions birationnelles chercb^es. 


633. Ayant choisi arbitrairement une determination de y/ao, on 
pose ^ ^ y — ^ j afin de ramener Tequation (a) a la forme 

(^) =jr^-H6B2yS-f-4B3y -f- 

danslaquelle Bo, B 3 , sont donnes paries formules 


Bo = 


— ^a\ —SccQaiaz -i- 

, 1^3 = — = 7 

ao \/«o 




ao 

— 3 a\ -f- 6 //q gf <grg — 4g/g ^3 H~ ag 2^4 


L’equatjon differentielle en jk est de la meme forme que Tequa- 
lion 

que Ton a obtenue au n° 430 et oil a est une constante. 

En identifiant les deux seconds membres on obtient les trois 
equations 

Ba = — p«, B3 = p'a, Bj^= gp^ a -- a = 6p^a ^ 2 . 


Si entre ces trois equations et la relation — — g^P^ — 8^ 

on elimine d’abord pa et p'a, on obtient pour les invariants g^igi^ 
de la fonction pies valeurs B 4 + SB^, B 2 B 4 — B®-— B 3 qui, comme 
on s’en assure aisement en remplaQant Bo, Bo, B 4 par leurs expres- 
sions en fonction de ao, . - coincident avec les expressions 
(CXLIII^) des invariants fondamentaux de la forme R(-)- Les 
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deux equations 
tCXLIII,; pa 

«o 


pa = 


o. a\ — > flfo 1 (JZ2 -T- 0 
ao v/ao 


niontrent ensuite que la constante aest determineCj a des mul- 
tiples pres des periodes 2C0i,2<U3. 

De ce que la function (n^ 450 ) 


2 pu — pa 


venfie [’equation difFerentielle en y, il resiilte done que Fequa- 
lion (a) admet la solution 

— it — ?« - ?(k -T- a )] — 

/gp p' u — a^ipa -f- — 

2 <3^0 p w 2( ^2 — ) 


, I p' u — p'a a\ 

I CXLina) 


oil les invariants ^2, ^3 de p sent les invariants fondamentaux 
(CXLlIIi) de On en deduit facilement, en utilisant la for- 

mule d’addition (CIII5), la relation (^) 

(GXLIIIs) ai = pu-^p(u-^a). 


L’expression de s’obtient aisement en differentiant la seconde 


( ^) Ainsi qu'on Ta dit au n“ 616, les formules (GXLIII) permettent de ratnener 
une int^grale elliptique quelconque a une int^grale portant sur une fonction dou- 
blement p6riodique. Lorsque le chemin d'lnt^gration est donn6 pour la variable z 
(Ic Tint^grale elliptique, les difficult^s relatives a la determination du chemia 
correspondant pour la variable u de la fonction doublemen t p6riodique, se re- 
trouvent naturellement, dans le cas general, quand on emploie la substitution 
(CXLni 3 ); toutefois ces difficultes disparaissent quand tout est r^el, coefficients 
et variables. D'aiHeurs la m^thode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger 
la resolution pr<Salable de I’^quation R(5)=:o; h la v^rite cette resolution de- 
vient nd:cessaire quand on veut effectuer les calculs num^riques, ne ffit-ce que le 
calcul des periodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour Tintdgrale 
elliptique, sans effectuer la resolution de Tequalion du quatrieme degr^, peuvent 
ctre suffisantes, et, d’un autre c6te, il est bon de rejeter k la fin tous les calculs 
num^riques, de mamere k mieux se rendre compte du degre d'approximation. 

r z ? 

Signalons I’application de cette methode aux int6grales du type 
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expression (CXLIII3) de s et en ulilisant encore la formule d’ad- 
dilion (Cllli). On Irouve ainsi (') 


[pu—pni-^a}] = — L- 2J3 it -i- p a — 
\f ao V ^0 ^ 


J / p'“ — p'^ V] , 
4 V pit — pa ) J ’ 


d’ou, en tenant conipte de la formule (CXLIII3), 


(GXLIII4) - = -7^ i'ipu — a^zi — ^aiz — a^). 

Vtto 

La troisieme expression (CXLIIIs) de s est rationnelle en pu, 
p'u^ V'^’ "S’ derivee z' pent done s’obtenir sous 

la mdme forme. D’autre part, I’equation (GXLIII4) montre<jue jdu 
s’exprime rationnelle ment au moyen de z, z'., \Jctai • • • 1 ct 1 d- 
quation (CXJLlIIs), rdsolue par rapport a mont^quejj'u s’ex- 
prime aussi ralionnellement au moyen de z, z' ^ a^., .... Si 

done on se donne deux valeurs concordantes J05 ^0 ^ pent 


ofi p est un nombre entier positif que I’on peut supposer 6Lre egal a o, 
(n® 619 ). La substitution (CXLIII3) donne de suite 


/ 


zdz 

v'kT^ 



Sa') u -\- 

ya» J 


log 

V«i. 


{u a) 




oil c est une constanle arbilraire; la relation (CXLHI5) donne ensuite la sui- 


vante 


r- 


; -+- (Z< 


v'k(-) 


ldz=c—K(.u-ha) 




oil c est une constanle arbitraire, et qui perntet d’obtenir f -f — • Les inte- 

./ vR(-=) 

-4==? oil p est un entier n6gatif, se ramenent d'ailleurs, par 

v/R(-) 

le changement de en i des mtegrales du m^me type^ oil p est positif, mais 
oil R(. 3 ) est remplaci^ par un autre polynome Ri('3) ayant les monies invariants 


que R(.c). 

G’est par cette voie que Ton a obtenu les formules (CXLIV). 

(*) Les valeurs de u qui annuleut z' apparaissent imm^diatement sur la pre- 
miere des expressions de cettc function : elles sont congrues [modulis 210^, 2UI3) 

a _ ^ 2 ^ -f- (Oo, “ - ii),; en xemplacant, dans Texpression de 

2 2 ^ 2 “ 2 

u par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de I'^quation R(i3) = o. 
C’est la resolution, au moyen des fonctions elhptiques, de Liquation du qua- 
trieme degr^. 
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determine!, a des multiples pres des periodes, la valeur corres- 
pondante de u qui verifie les equations ('CXLIIIs^^) et les ex- 
pressions de seront ralionnelles en To, 

Cette valeur etant determlnee, si Ton remplace dans les equations 
(CXLIIIs^s), u par u — uq -f- on obtienl manifestement, pourr, 
une solution de Tequation (a) qui, pour u — Uoy se rediiit a 
tandis que sa derivee se reduit a jz'q; cette solution est la seule 
fonction analytique qui satisfasse a ces conditions. 

En appliquant a p(i/ — + t'o) iteoreme d’addilion, on 

voit que la fonction ^ ainsi obtenue s’exprime rationnellement 
(ainsi que sa derivee) au mo\en de p(z/ — 2/0)3 ^0^ 

y/^o, .... On voit de m^me, en considerant successivemenl 

les equations (CXLIII5) et (CXLIIIs), que p(u — 2/0 + ^0)1 
p^{u — Uq -r- (^o) par suite, p(^u — 2/0)3 — ^^0) s’expriment 

rationnellement au moj^en de Zq, z'^^^ V^o*. On voit 

encore que rirrationnelle y/ao doit disparaitre des I'esultats qui 
ne peuvent changer quand on y remplace y/^o par — sJciq. Les 
substitutions qui permettent d’exprimer z et z^ en fonction de 
p(2/ — 2/0)3 P\^^ — ^^0)3 sont done des substitutions biration-- 
nelles, comme on I’avait annoned. 


634 . On obtiendra les resultats finaux sous une forme ^l^gante, 
due a Weierstrass, en procedant comme il suit : 

En reprenant les notations du n° 631 , faisons, dans I’^quation 
differentielle (a), 

^ XiZ -t- fjii dz o d2. 

^2 Z — H [-t.2 du ( X2 Z — H ^ 2 )~ dll * 

elle deviendra 






C’est une equation du m^me type qne I’equation (a). On voit de 
suite que les invariants fondamentaux du polynome du quatrieme 
degre qui constitue le second membre de cette equation sont les 
memes quantiles et^a que pour K(z), II en r^sulte qu’elle ad- 
met la solution 

(O') 7~ 5^ v/Aqp^// — A 1 A 2 — A 0 A 3 

^ ^ a82Aop22-H2(AoA2 — Af) 
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ou les invariants g^ de la fonction pu sont encore les inva- 
riants fondanientaux de la fonction R^'r). II en resulte aussi que 
la derivee de Z est donnee par la formule, analogue a la for- 
mule (CXLIIl4)5 




du 


\ v^Aq 


;=r f — AoZ- — aAj Z — As ). 


On obtient line solution :: de Pequation {a) et la valeur cor- 
respondante de ^ en remplacant, dans Zi par la valeur 

que defi nit Pequation (C), et, dans Pequation (D),Zpai 

dZ Z dz . . 

_ par 7^; c — ^ — : on trouve ainsi 

dll ^ { A2- — Ai/- du. 

V^Ao ^ = 2^X2^ — \ippii — ^ ( Co a Cl -3 -f- C2), 

ou Pon a pos^ 

Co = AotA| — 2 Ai X2 fA2 -t- AaXf, 

C| = — Ao [^1 j-*>2 Aj (Xj *j.2 -{- X2 f-tj ) — As Xx X2} 

C2 ~ Aq p.f — ^ Ai Xj As X j . 

Si, dans les seconds membres, on remplace A©, A|, Ao par lenrss 
valeurs 

-^0 = 7^ (^1 2X1 Xs -f- X| 

Ai = — [Xi (J-iRx? -f- (p-iXs -4- fXsXi) R'x^Xg ^2 P-aRx^]? 

A -2 = -^ Rx!-+- 2 [il iA 2 RX.>. (^2 


on trouve immediatement 

53 


Go=75R'x?. Ci = ^Rx.v c. = ^r;.5, 
en sorte que Pequation (D) peut s’ecrire sous la forme 
(d) /Ao ^ = a(X 2-3 — Xi)2pM— -L (R"s 4 ; 2 -H 2 Rxp,,^-h Rxg), 


qui montre, comme Pequation (CXLIII4), que pu s’exprime ra- 
lionnellement an moyen de j:;, 
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En ecri\ant que Fexpression de ^ ainsi obtenue verifie Fequa- 
lion ia en se rappelant que Ton a Ao = ulilisant 

enfin Fidentite du 631j ou Fon remplace par par i, on 

trouve de suite la relation 


(F) 


j (HI? ^ -H Hl=) + A ?.1? 

[ { As- — J-J'- -h — - -i-R>§)j^ = O* 


ouj>' a ele mis a la place de pit. C’esL la relation du second degre 
en et qui doit (n° 441) exister entre ces deux fonctions dou- 
blement periodiques du second ordre. Nous en representerons ]e 
premier membre par 

F ( z, y ) = ^ 4. Y. 

ou A, B, C sont des poljnomes du second degre en y et a, [i* y 
des poljnomes du second degre en z; les expressions explicites 
de ces poljnomes resultent de Fequation (F). 

Les notations pr^cddentes permettent d’ecrire Fequation (c/) 
sous la forme 

v/Ao P); 

d’ailleiirs, en differentiant Fequation (F), on trouve de suite 
on en conclut, par Felimination de 

— B -H \/ A 0 

2 A 


Cette valeur de z est n^cessairement Fune des racines de F^qua- 
tion (F), consid6ree comme une Equation du second degre en z'^ 


Fautre racine serait 
B . 


■ B-/A;y 


L’expression 


2 A 


2A 


ne pent dilFerer de celle qiFon aurail 


obtenue en remplagant, dans 


XiZ~h 
Xs Z -h fJ.2 


Z par la valeur que donne 


I’equation (C) ; cette dernifere valeur permet d’obtenir simplement 
les valeurs de z, pour u — o\ en effet, si, dans le second membre 
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de (C), on suppose pu, p' ii remplaces par leurs developpements 
en serie suivant les puissances ascendanles de zi, que Ton sub- 

slitue ie resullat dans > que Ton ordonne, enfin, suivant 

ies puissances ascendanles de on trouve pour les premiers 
termes 

-= h u-i-... , 

>‘2 A 2 


pour 11 = z et d se reduisent done respective ment a -y, • 


Ainsi 


5i lA — est la solution de I’equation (a) qui, pour 

u = 0-, se reduil a tandis |qiie sa derivee se reduit a • 


63S. Si, maintenant, dans les calculs precedents, on suppose u 
remplace par ii — en sorte que y designentnon plus pu^ 
mais bien p(a — — ^^0)5 si Ton designe ensuite 

par z'q les valeurs auxquelles on veut que se reduisent, pour 
u = Uq^ la solution z de I’equation (a) et sa derivee z ' ; si I’on pose 

= -05 ^^2 = 1; si Ton choisit pour = ^/R(so) la determina- 
tion qui est egale a ; si Ton designe par Cq), h(z^ To), ce 
que deviennent, dans riijpothese ou nous nous placons, les quan- 
tiles 

~ ( Rx? -f- 2 Rx,Xa 


qui figurent dans Pequation (F), ce qui revient a poser 

^ ( r* (», ijq ) == (ZqZ^ ”+“ 2 cti Zq z(^z -f- -^0 ) -H 4 ’+■ ^ a ) 

( H- 2 as (^0 ”5“ '^) H" 

I h{z, Zq) = (<^0^2 — af i (aoa^ aia2) Zoz(zo -h ■:? ) 

"g (^0 ^4 2CCi(Z^ — 2a| ) ( 5 ® -H 4 H” -^0 ) 

-f* — (cf^a^ <^2 ^3 ) (-^0 -h ^ ) -h ( ^2 <^4 ^3 ) ) 

en sorte que Ja relation (F) du second degre entre ct 
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r = p(u — prenne la forme 

(3 1 F(z. = K-* ^o)r=o; 

si\ enfin, on conserve les notations Ai;“+ H- G, 7 ,r- -f- [^y-h 7 
pour en designer le premier membre, la fonclion 

fiA — 2A 


est la solution de I’equation dilFerentielle (a) qui, pour ii — 
se reduit a ^0? tandis que sa derivee se reduit a (^)- 

L’equation (c^)j en tenant compte des notations actuelles, 
montre que Ton a(-) 


^ 5 ) 


yz= p{u—Ufi) = 




c'est la racine de Tequation ajj/- + -f- Y = o qui devient 

infinie pour ^ = ^05 I’autre racine de cette mSme equation est 

r ^-— ; pour z — Zq elie se reduit a — 7 —: .> comme 

— -or ^{^ 0 ) 

on le voit en faisant z = Zq dans I’equation F (z, Zq, y) = o. 


636 . Soil f{u) une fonction analytique univoque qui verifie 
I’equation (a)^ ce sera, d’apres ce qu’on vient de voir, une fonc- 
tion doublement periodique du second ordre. II est clair, d’apres 
Tanalyse pr^cedente, que Ton satisfera aiix equations 


F[z, ^0, piu — u.o)] = o, 

^ ^ — i^o)- 


en SLipposant 

^o=/(mo), 


Zq z'-\- r(z^ Zq) 


•^0 — (^o)j 


et cela quels que soient u et Uq. II ne fautpas oublier que A, B, C 


(^) Notons, en passant, les circonstances suivantes : p.2 n’lnterviennent pas 

dans les r^sultats; Zq)^ -^0)1 poar z = se r^duisent a R(^o), H(^o) J 
F(ZfZQ,X) est symdtrique en ^sTq* 

(^) Cette relation est due a W eierstrass j on en d 6 duit imm^diatement Fexpres- 
sion de p'(a — Uq) en]|^fonction rationnelle de z et de z\ 
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sent des fonctions entieres de et dej; , ou il laut siipposer que 
i;,) est remplace par/u/o) etj^'parp(z/ — z/o)5 dans ce qui suit, 
nous supposerons de menie que, dans a, v, on a remplace r, Cq 
par/( 

La seconde racine 

— p'< u — no) 

2 A 

flel'equation A-- - 4 -B- + C= o a’est autre chose que/(2 t/o — 
puisque cette derniere fonction satisfait a I’^qualion diflf6ren- 
lielle (a) et, pour u— «o, se reduit a /( Uo), landis que sa derivee 
se reduit a — f on en conclut 

B G 

/( — «) =— — , f(u)f{^uo — u)= 


les seconds membres sont des fonctions rationnelles de/(t/o)> 

p(u Mo). 

De meme 


pfM— Hu) = 




est une racine de I’^quation en jy, ay^ + = o. Si, dans 

I’egalite qui precede, on change, en ddsignant par a, b les pdles 
de /{u), t/o en <2 -+- 6 — Uq, on a 


p(w -H zJo — a — b) = 


— f {us,)/' (u) r\/{uo), fi,u)\ 

/(“o)P 


puisque I’on a (n° 433) 

f{a-^b— au)=/(Ko), 


df{a-^b — Uq) 
cIuq 




done la seconde racine de F^quation 
ay 2 ^ Puisque, pour u — Uq^ elJe se rdduit a — 

on voit (^) que Ton a 


p(aw — a — b) 


R[/(^0] ‘ 


En supposant Uq = o dans les formules (r-5) da num^ro pr6c(5- 
dent, on obtient Fexpression ralionnelle de f{u) an moyen de (*) 


( * ) Hermite, Journal de Crelle, t. 52. 
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pUf, la relation algebrique entiere da second degre entre /{a) et 
I’expression rationnelle de pu au mojen de /(u). (a) cl 

Fon pourra en dedaire Fexpression rationnelle, au moj^en de/{u), 
de loute fonction doublement periodique ayant les memes 
period es que f{u) (n®43o). 

L’equation (4), en j remplagant u par u -f- Uq^ jointe a Fequa- 
tion (5) elle-meme, fournil, an moyen des formules (Gill), diverses 
formes du ibeoreme d’addilion de la fonction f{u)^ Le lecteiir 
pourra multiplier les applications en prenant pour le polynome da 
quatrieme degre (oadu troisieme degre), R(^) les jiolynomes qui 
conviennent aiix fonctions p, sn 

637. Regardant toujours 3 , r^, z' ^ z^ comme representanL/(«^), 
f'{uo)j puis u el ^^o comme des variables liees par la 
relation u — = c, ou c est une constante, les relations 

da = dz = f\u)du. dz^ = f\u^') du^ 

fournissent immMiatement celles-ci : 


df^ d^ 0 dz dz Q 


Oil \/R(:j), Y/R(j;;o) designent les determinations des radicaux qui 
sont egales a [u), f^(uo). 

On a, d’ai Hears, 


^ 0 , pc;= o, 


s ! (-^0 ) "T“ "0 ) 

-2(5 


Ges relations, ou pc joue le role de constante arbitraire, peuvenl 
etre regardees comme des formes differentes de Fint^grale g^n6- 
rale de V equation diff erentielle Euler 

dz dzQ 

v/R(-3) \/K(-5o)’ 


cette int^grale, que Fon peat aussi regarder comme obtenue par 
F^liminalion de w© entre les Equations iranscendantes 


- =/(z^0“l-c), =/(wo), 


est algihrique. 



76 


CALCUL INTEGRAL. 


CHAPITRE XII. 

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 


638 . Si Ton considere en general une fonclion/(;ri, Xn) 

des variables Xn qu’on puisse regarder comme homo- 

gene et de degre v quand on regarde ces variables comme elant 
respectivement des degres oc^, a^, c’est-a-dire pour la- 

quelle on ait, quel que soil X, 

{a) Xv/(i 27 i, iTs, =/(X3Ci:z?i, •••, 'k^rtXn), 

on aura, par une generalisation aisee d’un theorfeme classiqiie, 

. / d/ df 

Les expressions de gz^ '/la? ^a? ••• au moyen de a)|, co,}, 
montrent que, si Ton regarde co^, CO3 comme du premier degre, les 
quantiles enumerees sont homogenes avec les degres respeclifs 
— 4? — — 12, — I, — 2, elles conserveront ce meme ca- 

ractere, comme aussi leurs degres respeclifs, si, an lieu de les re- 
garder comme des fonctions de 0)3 on les regardc comme des 
fonclions de g^, ^3, pourvu que Ton regarde ces dernieres va- 
riables comme ayant les degres — 4-> — 6; c’est ce que nous 
ferons dans la suite. Dans ces memes conditions, si Ton regarde 
la variable u comme dtant du premier degre, les fonctions 

^2, gs), K(^;g 2 ,g 3 )y ^3)? CJ'a, Soa? 

sont homogenes (^) et des degres respeclifs i , — i , — 2,0, 1,0, 

(^) Daas les fonctions Sf{<-'), la variable v = doit toe regard^c comme 

21 

6tant du degre o; les fonctions elles-m^mes, envisagdes au point devue o(i nous 
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Pour les trois premieres fonctions, par exemple, les equations 
VII 1 ^^ 2 . 3 ) appartiennent au type (cl); il en resulte qu’elles veri- 
[ient des equations aux derivees partielles (b) que nous nousdis-- 
Densons d'ecrire. 

Si nous considerons deux fonctions el i des seules quantiles 
3 ->•> qui soient homogenes et du degre o, ces fonctions ne de- 
Dendent au fond que d’une seule variable, et, par consequent, 
’une quelconque d’entre elles peut ^tre regardee conime une foiic- 
■ion de Tautre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc- 
ions kj //, T, 27(o), .... La derivee de o, regardee 

5 omme fonction de sera e\idemment donnee par les formules 

clrD d'z> _ rj'it d(p 
M ~ dg^ ' dg2 ’ t)gz * 


639. Nous allons montrer, d’apres Weierstrass (*), que la fonc- 
ion ii(u; gz) verifie une autre equation aux derivees par- 
ielles que celle qui resulte de Phomogeneite. Dans ce qui suit, 
)our abreger Tecriture, nous ecrirons o', jd, p^, ... an lieu de 

p{u\gi,g^), ... et nous 

.ontinuerons d’employer les accents pour designer les derivees par 
apport a u, 

En egalant les derivees partielles, par rapport a g 2 ^ g^ des deux 
nembres de Tequation = 4p^ — g 2 P — gzj on trouve de suite 
es relations 


*^' 44 =<-'---> 4 ---'‘' 4 -- 


[ui foxtrnissent ais^ment les suivantes 

fi- i£.l = — i -E. AT— .^1 = 

Lp' 2 p' 2 ’ du Lp' Ogi\ 


du 


P • 


p" I 

n remarqiiant ensuite que la d^riv^e — de — 7 peut s’ecrire 

P P 


ous pla 9 ons, sont du degr 6 o. De m 6 me, les fonctions snu, cnu, dn^^, ou la 
ariable ne designe pas le tn^m e u qui figure dans pw, mais bien cette dernidre 
ariable u divis^e par y/sj — 

(^) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1882 ; p. 44^* 
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6 ou Ton pent remplacer ^ par sa valeur tir^e de la 
derniere des equations precedentes, on voit que Ton pent ccrire 




les trois egalites 


fl ^1, 

_p 

Lp' 

p'i du Lp' dffi J 


^ .^2 ^ r I ] I ^ r r 1 

p'2 6 Lp' ()^3j G da Lp' I 


Si done on consiclero une expression qiielconque de la Ibrinc 
/(p) polynome en on voil, cn supposani 

effectuee la division de /(p) par 4p^ — g'iiP — cn sc rappe- 

lant que les puissances entieres et positives dc p sont des fonc- 
tions lin^aires de p et de ses deriv^es par rapport a a (n^ 4H), 
que peut se mettre sous forme d’linc expression lin(Sairc 


{L 

ap '' 

1,-^1 

fl 

\p' 



f\ 


xpi'ession qui 

s’integrera imm^diatement. Nous appliquerons cette remarque a 
la deriv6e — — 71-^* — de en mettant cette derivec sous la fornx^ 


/(p) suivant la methode precedente, on U'ouv(i 

,y - ^ 1 P'J to y to [ jT' 5^ I ’ 

d’ou, en observant que, apres Fintegration, les deux memhres 
doivent etre des fonctions impaircs dc cn sorle ([uo l^’ntdgra- 
lion n’introduil pas dc conslaiilc, on ddduit, apn'is avoir multiplie 
l>ar p', 

(I) 




•2 




ii’ . 


On int^grera une socondc fois, cn ap})liqunnl au lormc j)'!^ du se- 
cond membre la r^glo d’intcgrulion par parlies, on pluldl (to se 
servant dc I’idenlile 

( P ^ )' = 3>' ^ -t- P C = J>' ? - J>‘ == P' ? - j'j P” - f , 

('t Ton trouvera, apx'cs des x'6(luctions imnfi(5dialcs, 
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on n’a pas fait figurer de constante pour ]a meme raison que tout 
a I’lieure. En integrant encore une fois, on obtient 

I’absence de constante resultant cette fois de ce que dans les 
deux membres, developpes snivant les puissances de ^^,il ne doit 
pas y avoir de lerme independant de u. Finalement, a cause de la 

relation — jd + , on arrive a I’equation aux d&ivees par- 

tielles 


(\Gii) 


^ •>. 
3 


<|iii ctait notre objet principal- 

640. En remplaganl, dans cette Equation, d par d^^p — ea)"-*, 
on formei'a unc equation aux d^rivees partielles quo v^rifiera o’a, 


a savoir 


(XGflf) 


___ ^ 


a'„ = o. 


l^our y parvenir, on calculcra d’abord la d 6 riv 6 e scconde, par rap- 
port a Uj dc den. ~ \/p — on irouvcra de suite 


s/j) — act's" — 3'a —— TT 


, [3 ,P'» r p" 1 . 

— <"« L-i (P — ect)"* ' P — ect} 


on a besoin do calculer aussi ce quo devient, par la substitution 
^ ~ o'a(j) — la <fuantit(5 5 ^ quan- 

titc, multipliec par y^j) — cst ^galc a 

3 ~ [3 5^3 5^ J 

^ V.(J> — <?a) 13 * dg% '^(S's J ’ 

la quanlil6 j g\ H- 12^3 figure dans rcqaatioa(i); die csl 
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%ale a | p"-4- 2p'!^ — les relations 


(CXLVi) 


dCce, gg J 

— 5 - 2 ’ dgi~ — 


se d^duisent ais^ment de I’equalion 4 <^a — ff 2 ^a — Ss — o, et un 
calcnl facile donne (' ) 


2 ^ ^ .0 ^ = i ^l + i8eg..g-3 

S^^dgs^ ■'® ^5'2 3 I2e| — ^2 


(6ea- 


i); 


on n’a plus qu’^t substituer, dans le premier membrc de I’equa- 
tion (XCII) du numero precedent, prealablcmcnl mulliplie par 
y^p — gg, les quantiles 

v/p-«a, (I ^ ^ 


par leurs valeurs; le resultat, si I’on remplace o'a par dcvicnt 


une fonction lineairc de dc Ic coefficient 

Ou^ 0^2 dsirx 


d(^rt 


de o'a, diminue de ~ se j^rdsente immddiatcnaenL comme unc 
fonction doublement pcriodiqiie de u\ cclle-ci, si on la decom- 
pose en elements simples, se reduit k la constanlo on ost ainsi 
parvenu a I’^quation annonede. 

Observons, en passant, que Ton deduit aisemcnl dos rela- 
tions (CXLVi) les suivantes 


f d(k^) _ ru — /2)(i — _ X £2 . ^ . 

) ~ i2/c2/c'2(ei— e.))2 16 () ^ ^ 


641 . A requation axix derivecs partiolles (XCllI) quo nous vo- 
nons d’obtenir pour la fonction ^>*2, ^'3), adjoig'nons I’dqua- 
lion du type (b) 


ff 4^2 *% 1 — J 


(') On volt clans tons ces calculs sc presenter naturollcmcnt Toperation 


u « 

a a-? 


1) 


-hi^gi 


dg,' 


Ilalplion a doan<i, dans sou Traitd des Fonctions elUiiliquen, i. I, p. .'loo, 
ressailtds remarquos sur ccuc opcSralion. 
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qiii r^sulte de I’liomogendite, et resolvons ces deux equations par 
rapport a nous obtenons ainsi les relations (GXLVli). 

L’eqiiation aux deriv^es partielles (XCIII) obtenue au niimero 
precedent pour la fonction <3'a(w; ^ 2 , g' 3 ) et Pequation du type 
(&) que verifie cette m^me fonction, toute pareille a celle que 
nous venons d’ecrire pour cs*, fournissent de xn^me les relations 
(CXLVI 2 ). De m^me aussi, en adjoignant a chacune des Equa- 
tions (i), ( 2 ), I’equation aux dErivEes partielles du type (6) rela- 
tive soil a la fonction p, soit a la fonction nous aurons deux 
groupes d’equations du premier degrE d’ou Ton pouiTa tirer les 
derivees par rapport a gi des fonctions p, le lecteur trou- 
vera leurs expressions dans le Tableau de formulas (CXLVIa^^). 

642. Les expressions (GXLVI«_0 ^ , 

^ r s ' ogi dgs dgi ' dgi 

se ddduisent ais^tnentdes formules (CXLVI)_o). Les formidcs 

(CXLVIg^o)? ({ 1 X 1 sont dues k M. Hermite (*), en sont une con- 
sequence immediate; il ne faut pas oublier loutefois, en Etablis- 
sant ces formules, que si Ton dEsigne par u rargiiment des fonc- 
tions cclni des fonctions sn, cn, dn csl a sje^ —~3 et dEpend 
done de et de 


643. II CSL aisE dc dEduirc des formules (GXLVl 3 _ 4 ) les expres- 
sions des derivees de (Oa, 7\o(, par rapport h g^^ g^- Si, en effet, dans 
p'di cL dans on rcmplace a pur une fonction dc ^ 2 , g^^ les dE- 
rivEes partielles par rapport k g^^ g^ des fonctions ainsi obtenues 
seront Evidemment 

du d d dp du, d% du d1^ 

^ dgit’ P 5^, 5m 5^ ’ ^ d^’ ~ d^3 ’ 

• • • j conservent le m^me sens que dans les 4qua- 

lions prdc4dentcs. En supposant u — oia, cn. tenant coxnplc des 
dquations (CXLVIs-*) ot de ce que j), p', p", p'", se rdduiseni 

respcctivemonl alors ^ ea, o, (> 0 % — o, tij,, on trouve sans peine 


Journ,d« CreCU, u85, p-a/jS. aussi AtETBaji/iaurn. cite Crslte, c.56,p.3a[. 
T. ot M. — IV. , 6 
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les relations ( ' ) 

( 32 ^^= 95 's’na — 64 = ^2 — | , 

(CXLVa) si 

325-7^ = 9^sWa— 6 ^ 2 iia, 64 = ^|tOa— i 8 j 5 - 3 T,a. 

6M. On voit que Oa, ria? consid^res soil comme des foncLions 
de ^21 soit comme des fonctions de verifient im systemc d’o- 
quations difFerentielles (ordinaires) lineaircs et homogfencs dii 
premier ordre. Cliacune de ces quantiles verifie done une (equa- 
tion diff^rentielle (ordinaire) lin^aire et homogdne du second 


(*) De ces relations et de la formule (XIIIj,) on tire aisdment Ics suivanlcs 


32(7 4- = _ 9M2, 
^ og^ 2w; 


3jf?JL 


’ 


qui permetieni, dans le cas oR g^ et g^ soni rdels, et suivant que ()’ est pnsilif 
Oil n^gatif, de reconnaltre, cn supposant fixe cL g.^ variable, dans quel sens 
varient Ics nombres r^els et positiPs dont les d^nvdes par rapport g.^ figurenl 
dans les premiers membres, ct, par siiiic, dc quelle facon vane Ir rcciangic des 
pdriodes. 

I® (; > 0 ; o>i, (O 3 ont le mdme sens qu^au n® 590 . Lc rapport ou ~ ? lorsqiK'' 

gxy crott de 3 ^^^ ^ -I- oo, dimmuc de -f~ oo ^ i, ou croit dc o i, .suivant cfuc g;^ est 
j)osilif ou n^gatif Les valours limilcs se ddduisent des expressions de x, au 
moycn de %, en remarquant que, d’unc pari, g^ eUnt un pen plus grand qu<‘ 
^2 6 St voisin de ou dc it cst voism dc o ou dc i, suivant que Ton a 
g^ > Of ct, d’autre part, que, gi ^lant voisin dc -»-oo, les racmes e., Cj, e^ sonl r<js* 

peclivement voisincs dc cn sorte que % csL voisin de-» Dour 

^ 2 ^2 2 ^ 2 

= o, on a 0), =. KOj. 


2® <o: u>,, Wq ont le mdme sens qu^au n® 505 . Lc rappoi'i -i on 

i ““ X fl / — 

lorsque g^ crolL dc — -oo i 'i\fglf croll dc i ft -h oc, ou cUc.rotl <le i ft o, 

suivant que Ton a ^3^0. Pour cc qui cst cles valisurs hmitc.s, on Ics oblicndru 
en sc reportant au n® 505 et aux forrnulcs (CXX4), cn remarquant^ d*u«c part, 
que gz dtant voisin de —00, la racine rftcllcejcst potilo, tandis que Ic eoenieuuil 
de i cst grand et posiiif dans Oj, grand ct ndgatif dans en sortfs que it cst 


voisin de J, et, d’autre part, que, g^ fttant un peu plus petit quo lc coef- 

ficient dc i cst petit dans ctdans cn sorle que Ic coefficient de i dans x esl 
irfts grand et n^gatif ou positif suivant quo Ton a ^*^.,^ 0 , Lc rapport eon«id<^r<^ 

est 6 gal ft \/3 ou ft pour ^3 = 0 , suivant quo^., cst positif ou niSgatif, cornrnc 

il r^sultc ais 6 menl du n* 551 . II est dgal ft i pour ^3 . u. 
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ordre. Le caractere de ces equations et la propri^te de leurs coef- 
ficients d’etre des fonctions algebriques de §3, ne sont pas al- 
teres si, d’une part, on change de variable independante, la nou- 
velle variable etant liee alg^briquement a ^21 gz'i et si, d’autre 
part, on multiplie soit soit Tja? fonction algebriqtie 

de ga^gz* En multipliant ainsi cOa,r]a par des fonctions algebriques 
homogenes de gi>, gz qui soient respectivement des degres — 1,1, 
et en prenant pour variable independante une fonction alg^brique 
homogene a: de ^3 qui soit de degrd o, on voit que les fonc- 
lions A, B de degre o, qiii remplacent Wa, v)oj, v^rifieront un sys- 
leme d’equations differen tidies Jineaires (ordinaires) du premier 
oi'dre de la forme 

dA dn 

_=PA- 4 - 0 B, 


ou P, Q, R, S sont des fonctions algebriques de la seule variable 
comme le monlre immedialcment la consideration de I’homoge- 
neiie. Cliacune de ccs fonctions A, B vdrifiera une equation dif- 
feren licllc Hneairc (ordinaire) du second ordre. 

Lcs rcnscignemenis qui precedent et la remarque que I’on a 
faitc an n*^ 638 suffisent pour former lcs equations de cette nature. 
Pour = A'-, A = K, B = E, on obtient ainsi les relations lindaires 

dEi' 

(CXLVji); desi’dations analogues pour 'd(W) deduiseni 

par Ic diangcmcnt do /d cn Id-. On retrouve de cette fa^^on I’c- 
<|iuuioii du second ordre ((IXLV5) que verifient K ct K', equation 
([ui a joii6 nn rAle capital dans le Chapitre VII, el, d’autre pari, 
I’equation (GXLVi)) que verific E; ccllc que verific E' s’en deduit 
ais6incnt. Si Ton ])Osc 


J ^ ^ (J’l » CDa, W = •r » (f ^ TQaj 0 = — l\f ^ (j — if ^ , 


on obtionl de mfime les relations (CXLVc^t) : Teqaalion quo ve 
rific A cst due k M. Bruns. 


G4f>. Lcs equations (XCll)du n*' 640 permcltcnt evidemment 
d’obtODiir lcs deriv6es dcs quantites g*^^ gz par rapport k o>i , to^, ct 
Ton pourra cnsuilc rcmplacerlcs systftmes d’equations oCi figuront 
lcs deTivdcs par rapport k w, g^y g^ par dcs syst6mcs d’dquations 
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ou figurent les d4riv4es par rapport a Wj, wg. Pour Ics fonc- 
tions homogenes et de degre o, on pourra introduire, au lieu des 

deux variables to<, wg, la variable unique et Ton pr^voit 

ainsi le lien des Equations (XCIT), (XCIII) que verifient les fonc- 
lions d, rfa, avec liquation 

(XCIII) 

du n° 166 que verifient les quatre functions . 

646. L’equation aux d6riv<5es partielles obtenue pour la fonc- 
tiou o' jouit de propri4t4s importantes (^) sur Icsqucllcs nous no 
nous arr^terons pas. Nous nous contenlerons d’indiquer I’usage 
commode qu’on en peut faire pour obtenir les coefficients du do- 
veloppenxent en s4rie enti^i’C de la fonction o’ u. 

Comme d{if, gi) est une fonction (transcendanle) entiiro 
de gi, gz son d^veloppement est de la forme 

odi a, y sont des entiers positifs ou nuls ; les coefficients 
des valeurs purement numeriques qui dependent do ccs entiers. 
De ce que la fonction a'(«; ^s) ^st liomoginc et de dcgrfj i , on 

d^duit, en lui appliquantla formule {b)^ quo les Lrois indices a, 
(3, Y d'tin m^me coefficient ea,3,Y sont n(5ccssaircmcnl lids par la 
relation — 4oc — Cp + y— r = o; il en rdsulte quo, si Ton tncl 
le ddveloppemenl cherche sous la forxnc 

V =- 00 

VI ^ r/2V M 

2Li (‘ivH-i)!' 

v=o 

et si, pour la commodite des calculs ullericurs, on met Av ([ui csl 
une fonction emigre de gz sous la fox'me 

OLi am,n «st un coefficient purement numdrique, m ot n soul des 


(') Voir Wkibrstrxss, loc. cit.; Haipbhn, tome I, page Sop. 
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entiers positifs on mils qai v4rifient la condition 2 7?2 + 372 = v, 
L’^quation (3) fournit d’ailleiirs immediatement, pour le calcul 
des poljnomes Av, la relation 


Av = 12^3 


c^Av— 1 


2 aAy-i _ (v-i)(av — 1) 4 

' O 2 fi is 


‘3^2 ^^3 

qui, sachant que Ton a (IX|) Ao = i , A^ = o, permet de calculer 
aisement ces polynomes; en j faisant 


^'2 == 0.0^, 


6 ’ 


elle prend la forme iin pen plus simple 
^Av— 1 


Av = y ' 




dx ‘ dy 

on peuL ausbi se servir de la relation 

= (^71 l) i6(/7 H- i) /iH-l 

~ 1 ( 2 m 3/i — i) (4m -f- G/i — 


qui en esL une consequence immediate. On rclroiivc ainsi les 
nombres qui figurenl au Tableau (XCII), nombi’es deji obte- 
mis (^) ail n° 407 par an precede moins rapide* 

L’equalion aux ddrlvdes partielles (XCIII) permet de meme 
d’obtenir les coefficients du developpement de o'aW. 11 convient 
touLcfois dc I’ecrire autrement en y faisant figurer la derivee par- 
tiellc Dans Tequation envisagee les derivees partielles sont 
prises cn regardant o'a comme une fonction de w, gz] si Ton 
regarde o'a comme une fonction dc gz^ on devra tenir 

comptc dc cc quc<?aest lui-memc une fonction de ct Ton 


aura, cn designant par (^) derivees partielles 

dc e'en, prises dans cettc nouvcUe hypothdse, 








^2 



(^) On Lrouvera dans les Formulcs, cic., dc M, Schwarz les coefficients 
pour loutes los valours dc m, n tellos que Fou ail am -+• 3 n < 17; les quantiles 
(fue M. Schwarz ddsigtio par „ sont, cn conservant nos notations, dg^alcs 
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du‘ 


En remplacant dans Tequation (XGIII) et en se rappelant que 
la quantite + 12^3 estegale h | { 6 el - g^), on iroiivc 

Tequation 

^ “ 5^= (fe) " (S) (S) = ' 


da esl une serie entiere en a dont les coefficients sont des polj- 
nomes en ("a, ^3, qui peuvent 4 U’e ramen^s a ne contenir Ca 
qn’aii second degrd, an mojen de I’^quation 4<2a — S^^ol — o's — 
en sorte que Ton peut poser 

V s M 

V=0 

{•im-h'in = v), 

Bu = V >?'“ £•“ C« = ^ £•'“ i'" 

''m,n Si b i vjy — ''in,n 2 ^ 

( 2 »n- 3/1 = V 4- 1 ), (a/ziH- 3ft = V + a): 

ou h'^,ni (^m,n sont des coefficients purement nuindriques 
comme il r^sulte de l’homogcn6ite. On Irouve sans pcinc, an inojeu 
de I’^qivation pr^cMentc, Ics relations 


Av = I2#'3 
By = la^s 



4.2.2<^Ay_,_ 

dgi 

-|^2By. 

'1+1^3 Gy-i 

dBy—l 

, ■* s «>Bv_, 


v -1 — Av~i — 

<3^2 


\ — ^0 c 


(V — ()(av -3) 


G 

(v — i)( 2 v — 3) 


l{i Ay - 2 


G 


• <?'2Bv 2, 


r ()Cv_, , „„ (v-r)( 2 v — 3) _ ^ 

Gy _ 1 2^3 ^ H- 3 Bv_i Oy-a , 


qui, sacliant que Ton a (Kly), 


Ao — 1) Bo — 0, Co = oj Ai = 0, Bi ^ I , C, . o, 

permettent ais^ment le calcul des poljnonics Ay, By, Gy. 
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TABLEAU DES FORMULES 




XCI. 

Dei?eloppements de pu et de t^u eii series. 


P — -f- <72 W® 4- Cj -hCi H- . . . -f- Cr 4- . . . , 


u 6 5 7 2 /’ — I 




/> — /» — ^3 


C4: 






‘2^.3, 52' 


2^5.7.11’ 


06 

08 = 

Co = 

Cio = 

011 = 

012 = 


2^.3.5 ^i 3 •2'».7 -^.i 3 


C7: 




a<>.3.5».7.ir 




3/?aAi 


2^.3.53.13.17 . i 3 . rj 


29^2^3 




2^.53.7.11.13.19 23.73.13.19^ 






ss.P. 55 13.17 ' s®. 3.5’72 .u*. 7.3.I7’ 

389g-|^i> 3.4ij/-sAi 

as.S.S*. 1 1. 13 . 17. ig.aS a’.5.7*. 1 1 . i 3 . 17. ig.aS ’ 


ffl 




2”. S'*. 5®. i3*. 17 ^ '>>.7* 1 1*. r3®.i7. 19 "* '>.*.5.7*. ill*. 19 
(/’ — 3)(‘2/’“f-l)Cp = 3 [CjC;._5-f- H- C^C;w C.<«sll3 j pOUT /’ ^ 3. 


3Ai 


xcri. 

Ddveloppemenl de du en sdrie. 


It 4 - As J, + As ^ -I- A* ^ -(- am,n f Y ) Tr^ 


o’ 


«9 


nkm 1 8rt I 1 


m,n 

i)S(y 2 . c)a' 1 ^ 

- 3 Wt ■'■ Fa ” “• 


(4A;i-h()A4 hi)! 
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XCII (suite). 

^2=aa7, &gi=y, 


En posanL 
on a 

A ^ 

dx dy 

Ctm,n = ( 7 n H- i) -h i 6 (n -h i) 


_ <9Av_i ^Av-i (v — I)(2V-1) . 

^ dv 3 a^Av-j, 


— J -f- 3n — I) (4 772 -H 6/1 — 1) am ^\^ Ti - 

As = — ^9 A3 = — 6^3, A« = — ~ ^1, 

Ajs = — 18^8^3. Ae — A, — ^ 5-3, 


^0,0 — ^1,0 — ' ^0,1 — ^7 ^2,0 — ^^7 ^1,1 — 12.3^ 

|«,t,o = 3.23, ^0,2 = — 9.3], ^2,1= 32. 19, [a4,o= 3.107, «i,2 = 9'^. 3 23], 
= 22. 32.3 I r, == 9/’^. 3.23], [«5,0= 33.7.23.37, a2,2 == 22. 3^ . 5 . 53 j, 

[a4,i = 32.5.20807, <72,3 == 23.3.52.31], 

[^6,0 = 32. 3 l 3 . 5 o 3 , <73,2 = 2^.32.5.37.167, < 7 o ,4 = 2®. 3.52. 3 l]. 

XCIIL 

Ddpeloppenient de en sdrie. 

V r= 00 

o'a w = 2 ( Av -+• Bv Gv e^ > 


n 


•s * 


a , 

- — - i's 

<>g'« , 

da'oL 

-+- ^e«- 

1 ^ 

1 ^2 W® 

la ° / 

l^a = 0 - 

— *1 Ai =i 

0 , 

A 8 =i^*, 

2 

As - 

3,?'3 

^•=-S’ 


Aq 

_ 3»-79gl , 
- a* 

a* 

> A 7 = 

3®.i86i^iA'a. 
2 ® ^ 

, Hi = - 1 

) 

Bs — 0 , 

B3 = - 

•'fgs 
■ 2 »“’ 

B- 


Bor-i 

3“. 

a. ’ 

B,= 

33 . 401^1 

2^ 

3.7.u3^|. 

' y,6 ^ 


(;,r=0, Ci='o, C2 = — 3, C3=:.-0, 


2« 




38.5^3 


,, _ 3®. iiAi „ 38 . 7.13 ^ 

f Casss*— — ^ — p G7 = 
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CAICUL INTfiGRAL. 


XCIII (suite). 



dAv-i 

2 


T 

-> 

h- 

-l)(2V- 

-3) 

a 7 

A». a — — •?*« B^i 1 -4“ “■ 

dg% 

■^3 

^2 

dg-i 


6 


^2-^V— 2 ^ &2^V— 1^^ /j ® ^ 



a 

/>-2 



-I)(2V- 

zD 

11*, *1 —4— ^*n Ajm, ,4 ' " " *1 4 

dgi 

4"' ^ 

52 



6 


^jCv-2-t- 1. 

12^3 

dCv-i 

% 

1 _ 


<3Gv_i 

_ (^ 

-I)(2V- 

-3) 

G.i a -4- 3 Bu t . 

dgi 

3 

§l 

<^g% 


() 


6 2 '-'V--2 ^ V — I • 


Les quatre fonctions & verifient Tequation 


I t) _ ^Sr(p| t) 




iTZt> • 


d'z 


xciv. 

De^eloppement de cJIo(k, Mq) sirie, 

. <3'(WH-Mo) / if 24® 10 

=: — — ~ — - = — ao -H ai 44 -H cCi ”r oi H- . . .-1- a^i — r -I- . . . * 

w a 440 « L ^ ^ 

I, «l=0, « 2 = — pUo, — p'lto, ««=— SpSKo+^i^S, •>.J>(/Oj>'«(lt 


“6= — 5p»J<0 — ^spao+ y ^3, a, = — 3p*jto j)'«o — .^a p'^m 


3 „ __£ifo 

(/i — a)' 


^/l-2 "+■ 


‘>-C2 

("-{)! 


“H . . 


acp 




a„_s,. ■ I- . . 



Oil Ton a ~ et ou Cz, c^, 


, Cr soni donncs par le Tableau (XGI ). 


xcv. 


Dih'eloppement en series de$ solutions y de V6quailon dij/vrendef/r 
^ dv\^ 

' = ay'^ 4 “ hy^ 4- c. 





4^2 /t4- 1 

(7,/4-l-l)I 



CL, cn supposant « -h -h c = o. 


1 4- ( H- iV(,i J ) “ I H- • • • H- ( -i- A(?’ 




sont (Ics solutions de TiSquation diffcrenticllc, si Ton prond pour Ics oocfli- 
cients A Ics valeurs qui suivent. 



TABLEAU DES FORMULES. 




XCV (suite). 

= 23 . 3. ^2^ Ai^) = ‘i 2 . 5 rt 6 , Af2) =:62 + a 2 . 3 ac, 

I A« 33 ) = 24 . 32 . 5 ^ 3 ^ k^z) = 2KS.5.^a^b, 

\ Afi 3 > = 2 . 7 .i 3 a 62 + 23 . 32 . 7 a 2 c, Ajj^^ = -i- 2 ^. 3 . iiafic; 

A^^^i = 27 . 32 . 5 . 7 aS A'^i) = 

A^g'*^ = 2'^. 32. 7. 23^2 62+ 2 ®. 34 . 7 a 3 c, 

A^j^) = 23.5.'iia63+ 25.33.52 a2 6c, A^q*^= 6^-f 23.32. 17 a62c4- 2^^.33.7^7202 

AC 5 ^ = 28.34.52.^^3, Ai; 5 )~ 27.33.52.7. II 6 , 

Ajj®^ = 25 . 33 . 3 , 7 .,[i 3 a 3 62 H- 27 . 3 ^. 5 . 7 . 11 a'^c, 

A^g^) o^.'j. ). I r .227^2 + 23 . 34 , 5 , 1 1 . i 3 a 3 6c, 

Af^ 5 ) ~ 2. 1 i 2 .()ia 6 '‘' -h 24.33.1 1 . 189^2620 + 24.33.7. 1 i 2 a 3 c 2 , 

A() 5 ^ = 65 + 23 . 3 . 46 ia 63 cH- 2 '‘. 33 . 3 o 7 a 2 6 c 2 ; 

A^g®^ = 21^35.52,7.110^5, A'^ 5 ^ = 27.3^.52.7.11.13^56, 

A\ 5 ^ = 25,35.5.7. n . i 3 a 5 c H- >7.33.5.7,11. i 3. 43 62, 

A!j 5 * = 27 . 3 '. 5 . 11 . 13.53 6 c + 25.32.5. 1 1.18.479^3^363^ 

Alj®^ = 25.34.73.1 1 , i 3 a 3 62 c H- 2 '^. 34.7.11.13. 17^^02+ 27 . 3 . 7 .ri.i 3 . 63 ia 2 6 '', 
Aj®* r= 27.32.5.7. i 3 . i 37 a 2 63 c-H 25.33.5.7.13. io 3 a 36 c 2 h- 22 , 5 . 7 .i 3 . 73 a 65 , 

A}^o) = 65-1- 27 . 3 . 192 , 28 a 64 c 4 - 24,33. 19. 499 a 2 62 c 2 + 25.3^7. i 

^{n M ) = ( 2 /’ — I) 2 /’<2 Ai/i\ -h (2 r 4 - 1 )^ ^ 4" ( 2 /’ 4" 2) ( 2 r -h 3 ) C A)ii.\ 

(r:=o, I, ...,/z 4 -i); 

Ai^^^ = 0 pour r < 0 ol pour r > n. 



y--5»o(«)' 

y-=5ii,(«0- 


/= sntt. 

y: cntt. 

y-t dnw. 

a, , . , 

1 

(«a-fip)(«a-«r) 

Cy— 


-X5 

- f 

6.... 

Sca 

3e« 

3 Ca 

— I — A* 


2- /i 2 

c,.,. 

fc«-(’p)(ea-cy) 

1 


I 


A* .1 
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CAICHL INTBGBAL. 


XCVI. 

Yaleurs pour za = o des dei^wees de sn zz, cnzz, dnzz. 

sn'(o) = I, — sn"'(o) = sii^'’^(o)= i -+- i 4 A- 2 - 4 -/tS 

— = n- i 35 /c 2 - 4 - i 35 /:^H- A*^, 

(o) = 14 - 1228 A-24- 5478^^4- I 228 A <5 4 - A^, 

— (o) = 14-1 1069A2 4- 165826A '* 4- i() 582(3 A® 4- 1 1069 A^ 4- A^^, 

(o) = I 4 - 99642 A 2 4- 4494351 A^ 4 - i 3 i 8 o 2 G 8 A'**' 

4- 4494351 A^ 4- 99^42A*^^ -h A^2; 

— snf'‘'’^(o) = 14 - 896803A2 4- 1 1 6294673 A^‘ 4- 834687 1 79 A <5 

4- 834687179 A8 4- 116294673 A'lo 896803 A*i2 4- A^^. 


cn^' (o) = — I, cn^svj^o) = (— i)^[i 4- 4 -... 4 - A^ILj A^v-i* ], 

an"(0) = — /C2, dll<2v)(o) = (---l)V[AiliA2 4- A(,Vi2A^4-...-H A^i^)A‘^V-2 h. /; 2 vJ; 

A(o^) = i; A\2)==4; Af,») = 44, A^2=')=i6; 

A\^> = /{qS, Ay'> = 9i2, Af/^ = C4; 

A<i8) = 3688, Af/> = 30768, Aij«) = i58o8, = 256 ; 

A^i®' = 33212, A^2®^ = 870640, Ajj®^ = 153856)0, 259828, 1024 ; 

A^i’^ = 298982, = 22945066, = 10C923008, A^j^^ = C'>oo88<)6), 

A^JJ = 4180992, = 4096. 


sn(w, A) = 


Y >•{“• 


(—^.= I (*•-*’+'), 


ffi 

(ci — <33)*’ (ei 

ffi __4 

(61 — 63)“ -ij 


\ 

-63)“/ 


I 4 - A® 


(i - 1 - A-s )( a — A-») (!-■>,/.•*), 


(1 _ fri — 276 i _ /.w.-j 

(« 1 - 63 )« XG( 6 , — 63)“ - ^ ‘ > 

J^.± = 1 (5(X); 4 - ^ .eg. 

27 A*A'^‘ 27 / /--i 


XGVII. 

D 6 vwees de pu en fonction lindairc des puissances dc pw. 


^1 P"« = P“M- 


xK's 


a». 3 ' 


i pl"> (w) = p“« - ■ ^ J) ft . 


51 


2 , 5 " 


jy p(’-) (it)- p« .4 — pSx« - S? p M -H .jrf|~ 
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XCVII (suite). 


9 


~ m) = .p*- « - g p^u - ^ ^ ^ ^T3^; 

, liO£M» r,7/-i- _£:l £i_. 

!A'*.' 5 . 7 . u ^ ‘i*>. 3 . 5 ^. II ' 

^ p(— )(„)== p 7 „_ ^ pSji._£^ p^j 4 4 ._ 2 |J_ p 3 ji+^^>pa„ 

f ?-9-47<g-|7r.t ■ 

(•..2.7.1s •>.«.'>2.,S/^ “ 2«.S. 52.7.11.1s’ 

7^ pi;"’ ( .0 = p'’ « - '-^ Ji" « - -f-* .P” « H- 7^^ p‘ M 

_Li£i££. (J21I p 3 „ 

•>,.5.7.11^ V 2 ®- 7 “-i '5 •..•>..S. 5 ’*.tS/' ^ 


(.lAi.rs 


a“ . S . •)* . 7 . 1 1 


pii -h 


'93^87?-.! 


•j..».S.)'> iS •.>.'. 5 . 7 ®.ii.tS 


xcvrii. 

lAi^i (kU'iv('u‘,« (Vordrc pair <Ick solutions y do I ’equation diffiSrenticlle 
y s I ay'* -I- by^ -t- 0 .s’oxpi'iiucnt par la formulc 

S« ■*■ ■'“••■ ■'■ 

Oil Ics coofficienus A\'*'^ ..., A^,^^ sent donn6s par Ic Tableau (X.CV). 


S«o( ^^alao( "+• "■^Sao 
Soa (^0 "”= 3 <?aSaa(^''} 

■+" (®y — 

Sao f ( 4 r> - 3 /ra ) S oto ( 2 ^ ) -H Co ea £ Jio (^0 4" ^^-4 SSo ( ^^ ) > 

Sj^yCw) ( 45 <?| — 3 ^*'^) Spy(w) 4 - 6oda(^Y^ — €?«) S|y(^^) *+* '^4 (^Y*— 
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XCVITI (suite). 

sn"M = — (i -h A-*) snzi -H 9/.-2 sn 3 ^^, 
cn''M = ( 2/2 — I) cnw — cn’i«, 
dn"u = (2 — ^ 2 ) dnri — 2 dn*M ; 
sn” u = (i H-I 4 A- 2 -H A-‘) sn?i — 2 oA 2 (i - 4 -/ci) sn-'it -H 24 A* sni>^^ 
cn'''zf = (t — i 6 A 2 -f-i 6 A-‘) cnw -H 2 oA 2 (i — 2 A 2 )cn^w - 1 - 2 J| A' cn!>j/, 
dn” u = ( 16 — iGA-s-h A-‘) dnzt -i- 2 o(A -2 — 2 ) dn^ u ->4 dn-if 


(1) 




( 3 ) 

(4) 


IC. 




a (JLtO| 2 V to^ 

n 


i cf^nu) = ( — 


(St.v) 


^i^(auO = 2 ?(f< — «lJl,v) — «(« — Oils. 

([A. VI 


n^p{nu) = yipCJA — rt(i,v). 

((A, VI 

^ C(«(JI.,v)= — «(« — 2d P(«(A,v)- 0 , 

V) ({J.,V) 

(' ja = o, I, 2, . . ., ;i — I ; V = o, I, , n i) ; 


(5j 

(^) 

< 7 ) 


^'(au) = a 


CJ'( 0>1 ) a'( t 02 — z^) C'(C 03 — zz) 

<^a)i 0 ^ 0)2 Cf'ci)^ 


2C(3fO = ^M-+- ?(" — W,)-|-?(f« — — (O 3 ), 

4 p( 3 «/) = JIM - 1 - — W,) -H Jl(«« — Wi) -(- J)(M — tOj). 


C 

! ? u — ri(ii-\-a)-+-X.a = |o«(M)|ao(M)S«o(« -!-«) i- $f»o(^0 Sva(«j. 
Saff — ?a(MH-<'f) + ?a''f = (<?a— cp)Jofl(«;iSYa(“) $ra(" 

Sm — Ca(w + 'T)-I-C« =^ao(«)Sao(w)S«*(M^-M), 

I ?ao(M) ?fio (It -t- «) — Sj3o («) Sro («) — Sao(") Syo (w -I- «), 
(ep — Cjx) |oa(“) ?ya(^* •+ a) — Sfia(<f) — lotoi^O ^0' 

(ca— ep) Sya(H) Syp(« -+- a) (e*— <?y) $Py(«) Sfla( ) 

-1 (<!_• — (^p) ?ay(«) |ap(w H- m). 



TABLEAU BES FORMULES. 


( zt) H- Z(a) — Z(u-^ a) = sndt sn sn ( h- ^^) 

A^sna snr/r, 

= [cna — cn zz cn(zz -h a) 1 = jdaa — 

ana ^ \ /j cna*- 


sii a cn zz dn ( zz -+- a ) = 
cn a cn zz dn ( zz -i- a ) = 
dua cnz4 sn(zz -f- a) = 
A 2 cn a cn iz cn ( zz a ) == 

— A2snasnzzsn(zz-+-a) = 


sn(zz H- a) cn <7 dn zz : 
cn(zz -H a) cna dn zz : 
du(zz “h zz) cnzz sn zz : 


zz -H a ) ] = [dn a — dn zz dn (zz 4- a)] : 

dn a sn ( zz H- a ; — cn a sn 
dna dn zz cn(zz 4- a) 4- A'2 sna snzz, 
sna dn( zz 4 - a) 4 - snzz cn (zz 4- a), 
dna dn zz dn(zz 4- a) — ; 

^ + «) - CD « cn ».] 

: dn(zz 4- a) sn zz 4- cn(zz 4- a) sna, 

: dn (zz -h a) cn zz dna — A'® sn (zz 4- zz) sn zz , 
= sn (zz 4- a) (In zz — sn a cn zz. 


yvni . . _ i!E! «-/ - 

^ 4l<s 2r4(o) ” K* i_ay-4-.;.,yv_aV-+-‘:.. 


I i-/.--! 
3 


K /<.>! — ej 


I ■+■ />•'» 7)3 15 ' 

■■5 ^ iv:!s/ 7 r-^c\ - ’ K'’ 

l!K'-l-Iil'K — KK'=-;- 


/.•‘siiSff -.•.Z'(o) — 7 /(«). 7 /(K) = Z'(o) — /.^ 


E 

E(zz)-“j / dn^zzz5(zz - jT zz 4-Z(zz), 
A® sn a cn a dn a sn* zz - 


n(zz, a) 




j cn a dn a sn* zz - r/ , ^ * 1 

+ a ei^nrir) ^ 


funzzm / druzzifzz, co amzz =n- am( K *— zz), 

♦A 

sin am zz » ’ snez, cos am zz =» cnzz, Aamzz — dnzz, 
am (a K) !!w n 2 > am (zz 4- K) am zz 4 “ «tc, arn (— u) = — am zz , 
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CALCDL INTfiGKAL. 


CII (suite). 




'ic I ^^(sk) 




U^ 


(H) 

(<)> 

( 10 ) 

fll) 


(0 

fa) 

(3) 

(4) 

(')) 


Q( m) = e 


AaK; 

, -K 

E = E(K)= / dn2(M,/)<fi<, 

E'== E(K') = / dn2(zi, IJ)dit, 

Jq 

n(K, a) == KZ(a) = KEfa) -- aE ; 

'/o ^(“>'"‘3= 


e(o) 


II(a,=c) = «E(a)-i-i log 

cm. 

Formules cV addition de X^u et pa, 

I t,{n a) ^ a) -- %X,u 

I i;(u-ha) — Z(a — a) — 


_ ,r> 

p a — p a ’ 

p^ a 


p(r4 H- <r») H- — a) ■— %pii : 
p ( 24 “f- ) --* P ( — r4 ) = 


p li — pa 

p^n u— p'Ui(pu--pa) 


(pa^pa)^ 


P 


(pw — 


1 i — _ [p(24 -h g) p a I [ p 24 >-- pa I . I- i p'^tf 
1 ^ pa — pa p'li 

__ [p(24 4 -a) — pajfpa-— p24) j p'V/ . 
j) a 

_/„± „■) = (pw4-pffl)(ap?tp«— i A'’g) — A’- 8 q=r'«p'<'i' 
' a(pm — pa)* 

p(«±a)^p« + pa=»i[Pl|f 5 ;'^"=]*; 
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97 


CIII (suite). 


( 6 ) 

(7) 

IH) 


(<)) 


do) 


p(u + a)fi(£« — aj = 


P{2U) = - 




I p(a4-6) —p'(a-hb) 
I pa p'a 

I pb p'b 

X pit p'u 


(pupa-h^y-h irz(pu-^pa) 
(pu — pa)^ ’ 

« (p=«-r-f)V2^aP« 


p'Ui 


. v,„ 2 if{a — b)sf(u — a)<f(u — b)'i(u-ha-hb)^ 

' 

P" p'b 

j)'a —p'b _ p'b — p'r _ p'c — p'a 
pa — pb pb — pc pc — pa’ 
p 6 p'c — pc _ pcp'oi— pgp'g „ pap'b — pbp'g , 
pb — pc pc — pa pa — pb ’ 

[ £t -H 6 c 53 0 , modd. 2 u)j, 20 ) 3 ]. 

^p(!»po+pcp<H-p<rpi-l-^y=( 4 pap 6 pc— ^ 8 )(paH-p^' 4 -pc); 
\a-±.b±c — o, modd . 20 ) 1 , 20 ) 3 ]. 


I (ipapbpo — ff,)(pa-hpb-hpc) 

I • - ^p 6 peH-pcpa-t-pap 6 4 - 

I I-/m- c) o' ( a -h b — c) a'(a — b ■+■ c)&(—a ■+■ b -h e) 

0 0 \ “ o'*® o'* it o'* c 

I (p/' — pc)*[p« -p(*-i-c)][p«-p(i-c)] 

f - ._(j,c_.pa)»[p/>-p(c -l-o)]rp6-p(c— «)] 

\ r,'. _(prt-pi)»rpe— p(a- 4 - 6 )jrpc— p(«- 6 )j; 

p'a — p'b p'c — p'ii p'(o! + 6 ) — p'(c 4 -rf) 
pa — pb po — pcl'^p(a + b)‘—p(c-i-ci) 
p'a—p'e p'b—p'd p'(a-Hc) — p'( 64 -rf ). 
pw — po pb — pd p(a + c) — p(b-i-d) ’ 



(i3) 


l pMo p'Ufj ... 

I PK| P'Mi ... 

I pit,,. p'm« ... 

T. 01 M. IV. 


plfl-l)(tt 3 ) 


p(»-‘>(«/») 


= (— 1)“!! 2! ...n! 

0’(Mo 4- Ml + . . .4- Kn) XT-,/. . 

^ ci"i+» WoV'*+i M.^.o-w-i “P' 

a, p = o, I, 2 , (*>P). 


7 



9^ 


CALCUL INTEGRAL. 


CIV. 


« (p = 0, 1,9, ...,ft — i; (7 = 0, 1,2, .,/? — !). 


(0 




(2) '*•„(««) ^rrn 


(- 1)“- 


[lla'. .(/I— 


P « 


]fu p"li 


p’'u ... 




/ 7 =v ;?=v <y=v 

( 3 ) ¥ 2 v 4 -i( 20 = ( 2 ^-M) Y\ nn ipu-pap,,,); 


? = > 
pzzV — 1 


/, = ! 7=-V 
q=^y — l 


'Ifjv(M) = 4vp'!f JJ [pa -p(a)a-l-«p,o)l JJ (P«-P«i),(?) 


(4) 


,,=i 

< 7 =v--i 


7 = 1 

/)=:V~1 7 = V — I 


X JJ [p«4 — P(Wi-f-ao,7)l n n (j) ? 

<7 = 1 ;;=1 // = — (V — 1) 


( 6 ) 


II, >1 

p(na) — p« — 


v,u») 


’F2(») = -P'«. 

3 

— 'yj* 

= 3 ^p« — p ^‘)(|pM-p^)(p"— p‘^)(^p«-p 

Vv{w)=-p'«j^2p“M — ^Vsp‘a-io^aP««-j|^|pSM - ;; A's (fa P « -H ff] -ffl 
= Sp'u(pu~p^'j(pu-})^'j (^p u — p ^p u - j) 

X [p« — P (“1 + y) j 
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cv. 

La fonction l5(p) est une determination de logsinTTP holomorphe dans 
lout le plan de la variable p, oil Ton a pratique une coupure, le long de 
1 axe des quantites reelles, de — ac a o et de i a -f-oo. ElJe est determinee 
par les inegalites suivantes, ou Ton suppose p = a -t- a et ^ reels, n en- 
tier et oil les logarithmes doivent dtre remplaces par leur determination 
principale. 

PARTIE SUPERIEURE BU PLAN; > O. 

f\ n — r 111 ^ 11 — f 

— <; a < , a = , 

ls(r) = log sin TCP — 'laizi, 1s(p) -= logchrcZ? — (*> n — r)Tc/. 

BORB SUI'LRIEUR BE LA COUPURE ; d ~ O. 

^xii < < -A/? -+- I, O n -H r < a < %n n- 

ls(p) log sirnia — IsiiiTtiS^ 1 — (o.n -h Utci. 

PAUTIK INFERIEURE DU PLAN; 6 < O, 

.i 11 — r ^ ^ 4 /? 3 4 /i — I 

•>- 2 
Is (p) s= logsiiiTCP -2nTc«, ls(p) = log elm 6 4- ('A /I — i)tzL 

BORB INFllRIEUIl BE LA COUPURK; 6 = 0. 

211 " rr ^ A /* - h 1 , 2 // I < « < 2 n H- 2, 

l.s(p) -= log hiima -h 2/iTc/, ls(p) = log | smTca | -h (2/i n- i) tc/. 

Dans les fornuiles suivantes, p iStani mis sous la forme p=:a-f-pT:, oii a, 
p soul reels, on suppose |p|< i pour les deux premieres formules ( 2 ), 
I ^ 1 ‘ " I pour les deux dcrniciros formules ( 2 ) ci pour les formules (3). 

I = » 

• logSr, ( (> ) = log - 2r',(o) -+- Is ( t> ) -i- ^ (a sin /•« c )* , 

ri=i 
r r 80 

(•*.) ( * 

\ /• - 00 

1 logSfaCo) «= togSri,(o) -h ^ (a sin;-7:o)» 

I 1 

I r -80 

1 l«igar^(p)aalog2rj,o) 4- ^ siiD-'r^v '* 

\ r : i 
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CALCUL INTEGRAL. 


CV (suite). 


I logsn(2K.-) = 2logSr,(o) + ls(<.)-2;-:(7j^^2sm;'TtP^ 

/ =00 

. , log cn ( 2 Kp) == ls(p + 1-) - ^ ,y ^ 7] 

I J'C 2 00 

I logdn ( 2 KP ;= [^sin(2r-i)TCP]*; 


i liw -r'*” ' 2 ^ = 2 , _ .j=iSiS+ ,/■’ 


r=:l 


_L = "V (— 0 ^’ — sin'ir'Ttp = ^ - 


■ sin 'A TIP 


2. ^Ul) = V ^ 

41^ Sr^ (t^) I — < 


r=i 

r=oo 


?=:1 


+ cOSlATtP H- 


sma/’Tut^ 


=2r 


grSJ-l sin '^TIP 


. 2 ^2^-l cos 2 TT: P 4- y 2^-2 


/•=1 


Si X esL mis sous la forme x = %Ka + ■>. t K'p, oCi a ci p soni riels cl. si 
Ton suppose | P 1 < -j-i on a 

Z (Ka;) = y2 = T 2 2 

I /'-rrl 5 s=l 

I 00 

^ aic ^ sin 71^ . 

TT C0STi:^i?-h 

,s* = l 
rsr oo 

(6) ^K*sn»(aKir) = 2 



TABLEAU DES FORMULES. 


(01 


CVI. 

Si u est mis sous la forme u = 2a wi 4-2^003, ou «, ^ sont reels, et si 
Pon suppose | P |< i pour les deux premieres formules de cheque groupe, 

1 P I < j pour les deux autres, on a 

r = 60 

loga'M = Iog— Hlogsm 1- V — ^ 2 sin , 

7Z 2tt»i 21O1 Jmi r(l — 2Wi/ 


r=l 


(0 


^ + log cos fY 

2 t 0 i ® 2(01 ^ 2 Wl/ 

r = l 

logff’jM= + V (— i)*- /asin 

/’ = ! 
r— 00 

, ^ V 7 ' / r 7 tw \2 

logo's h > ^ 2 Sin — 

® 2 ( 0 i 2 ( 


2 t 0 i/ 


y. r\iU Tt 

lOi 2 ( 0 i 2 tOi tOi ^ 
r sal 


sin 


(Ol 


tOi I — < 72^’ (*>1 TCU 

^ s-i * — 2 ^^-^ cos 

tOi 


^ = 00 Q%S gin — 

riiU , t: %u Os'kX}. . 27 r V' 

-i.*- H cot = — > r— I V — ^ ~ sm = — > = — 

toi 0)1 jLi 'Ttit 

^ J=:l IH- 2 g^®^C 0 S hC 


^1 u — -A*— — — cot — 

COj 2 0)l 20)1 (Oi 


l’=rl 

y v]iw 2ir VI , 7^ . r-Ir^^ 211: 

^2 ii-- -= — >. (— ly -~Tr, sm = — > 

0 )j < 0 i Jmd I — 7*^ ^1 


0)1 


- a 2 ^~i sm — 

^ 0 >i 


14 - 2 7 *•'^■“*005 — 4- 7 ^^'"® 

0)i 


?,«. .’uif = 21 y _'?i_sin i 2 !if „ 2:2 y 


q^s-i sin — 
^ 0)1 


(Oi Wi , 


0 )i 0)1 , TCM . 

far I I — 2 7*^-1 COS h 7*' ® 

^ OJi 


p (( 


=,_!H.H.f_!Ly 
Wl V*<»l/ 


cos 6 c* 


%u 27c*'^ rq^^' rizu 

’ 0)? ^ 7 


2 0)1 (j)\ jid X— 7 ®'’ 0 )l 

r -1 


j)(M 4 “ 0 )i) =»*— jj h ^ 




jlV 

20 ),/ 


20)i 0){ 


\x . . rq^^ ritu 

2 ;(-’y 7 £-^cos--, 


Ci) 




rsrl 

cos 


/’JSl 
/•« so 


7*7CW 

0 >i ^ 


p(w-h wa)?* — 


ni _ V cnsiZif. 
0 ), wf ^ I — 7 *^* 0)1 

rrsl 
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CALCUl INTEGRAL. 


evil. 

Dans les formules suivantes relatives au\ &, on n*a ecrit qu’une fonnule 
sur quatre, les autres se deduisant de celle-la par Taddition de | soil a r, 
soil a (p, soil Si chacune de ces variables. D’ailleurs on d^duit aussi aiso- 
ment les quatre formules relatives aux ^ des quatre formules relatives 
aux p que Ton a ecrites. Le symbole dl(^) veut dire partie reelle de a. 

(0. 

/l = oe nzroo 

p’, (i)p,(37)_ar + a— < ^ ^ Y' S'*”®-”/"® , "y 

Pi(*‘)pi(/) ~ T — ar-' "^ 7 — /-* 2d 2d l — q^'‘' 

n=l /i = l 

p'i(»)pi(^/) ^ , y-y-' , „V _ Iv (-i\n - 1 

P2(^)p2(/) 

«r=l n-1 

Pi(op2(^/) _ i±^ , Tv y 

« = ! «.= ! 

pifOPa(aT) _ , ■/+/'' , V , y, _ "v . 

n=l »- I 


-Si 



STj ( o) STj (p 4- W* ) 1 

4u2rj(p)&i((v) 4 


[cot'jcp 4- COlTCU* I r-' 2 


sin27t:(ne — sin n it e 
1 cos 2 TC (V 4- (j *' 


(•i). 


I^KI^K 


I 


ki 


«=■« /f— OQ 

p'i(i)p 3 (ay ) _ '>. _ ^ qin-ixiiR-\yi 

Pl(®)p3(j) I+jr-SgtS/l-l ^ ^ 2mi ’ 

t P'i<‘)P3(«y) - '>■ V . q tn-\arin*\ y-i _ y yVi-ia>i>i - i_y» 

Ps(a’) P»(/) » + «-' ' Zi ' ” I -/-* j*"-*" Zl I — /> ’ 

orrl n I 



TABLEAU DES FORMULES. 


io3 


evil (suite). 

(^) [suitel. 


; 2 =rae nz=:» 

Pl(^*)Pi»(/) """.r — I— /- 2 ^ 2 /z-I i-.j/. 2 ^ 2 ft~l ’ 

«=1 H =1 

/ pi^0p^(^/) ^ . 'v / ,Vi Y (^An 

P 2 WP 3 (JK) + I _j_j/- 2 ^ 2 /l-l ^ / l 4 -y 2 ^ 2 /i-l 


/2 = 00 

(o)Sr,}(r H- w) I _ <7^«-isiniil(27i--i)(J+2 w]4-gf^"“®sin(2n — 

Jir 2 ri(t>)Si,j(c^') /isinTct’” ^ i-h 2^2/i-i cos 27 tw - 4 - 


(3). 

v/r?i<i*i<-T=- 

v'la'l 

n 00 1 /IS 00 /j„A 

/; =r 1 W n 1 

//--w /i^J // = oe 

PtT^pTO') ” |__^-45.!tt-l I— /Sys™-! ’ 

/I sy 1 w • 1 

• p(i (j) psc-p/) _ "v c-O" (?!”’ ,”v fci.')i?!Z£!f:l-r, 

'P8(f’)P*(7)" I__j/-4gr4n-l ^ I_j,Sg,!rt-l 

»~1 ns:l 

/ £jji) _ V g"~=*a;- !!«4-»y-i 
P4(5) pii(7) n-y-s^jrt-i i+y* 

/I ss 1 « - 1 


&',{o)Si(fH-(p) ff*"* sipurfan— Op+wlH-g^'* ^ 8 inirr(a»— i)p— tp | 



CiLCCl mTSGRAL. 


evil (suite). 




P3(a?)pl(r) l-j-3sr*» ^ l-y^q^-“ 


■ pU0p8(^r) ■>- , .y g”ar-»«jK-‘ 

p4(iJ?)p2W ^ l-hr”®( 72 /i 


I_^jr-2gr2 


q ‘ Kx:^-^\y 

i -\- 


■ p'i(Opt(ay) _ a , y (— i)nqnar-iiiy -\ (-r)"g«a;3«r 
P3(«?)P!(7) y ^ y -'- iH-r"*?*" n-j'^g^" 






p'i(i)p»(^ 7 ) _ a , „ y g ” ar-»«^i _ qnx^'^y 

P 4 (a^)Pi(r) J— r~‘ I— j^sg*“ '.ri_ I — jK*g“"' 




•*(’)<'‘^(j)<^(5)- 

7 5 = 00 

V Z' \n n sitl7c(2n(^>H(P) — ^^^^sin(a/? P — (Y’jTC 
^(“"V ^ I — - 272 /i cOS 2 (VTr -r (/'i'" 


7/7 = so // =: 00 


m-=oe fi z^«o 





TABLEAU DES FORMULES. 


io5 


CVIII. 


Dans les formules suivantes, on n’a ecrit qu’une formule sur deux, les 
formules non ecrites se deduisant des formules ecrites en ajoutant i a la 
\ariablc v. 


( 0 - 


I a'i(o)Sri(i)) 
/i7:&j(o)2rs(o) 


ytfflUP 

4 






■ sm2n'7tt» 


=2(— ) 


sin an: P 


H-2g'2"cosan:PH-<7'' 


_L -V( V ( lY’ 

4 ::S-s(o) &,(,.) 4 i+agS^-icosairPH-?*"-* 


(•.). 


fix 2r8l'o)3ri((^) /(sinixp ii r -i- ^ r— 2 ( 7 *" cos aitp 

/frrl n = l 


± ^2r.w ^y“ 


sinirr 


1 + 2<72«-1 C0S27Xt^-l-(7*"-2 


(3). 


I Sr'i(<»)Sr-,(i’) i__ 

4 w &/1 (p) 4sin’t<' 


(r-h<7®'07'^'5inn:(> 

^X_s.„(.n _,)XP =2- , 

« = ! 


/I t 


« « rt « J 


I — 7 *'*""* ^ I — cost 


Sinn:p 


/iiTS‘v(o)&4(p) ifid 
// 1 


Q,^S/i-l C 0 S 27 CP H- 


Des seconds membres de la premiere dc chacunc des dgalitcs (CVnij^j^s) 
convergent pour — iH < Jl < A ; les seconds membres des 

diuMU^res egalMs(CVnfi,s, a) convergent pour-- <2 Jl < (III 

I.es demiers membros de toutes les ^galit^s (GVnii,a,a) convergent quel 
quo soit t\ 
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CALCUL IKTfiGRAL. 


CIX. 

Dans ce Tableau on n’a ccrit qu’ane formule sur deux, les formules 
quc Ton n’a pas ecrites se deduisent de celles que Ton a ecritcs en ajou- 
lant ^ a la variable p. 


(I). 


/« = 00 n~» 


— ^ ^ sin(2« — i) tip 

4t.?Si{v) 4sin7:P ^ ^ ^ ^ 

7J2 = 1 W = 1 
22 = 0< 

n = i 

71= 00 

-2 


sin( 2 n — rjTtp -4- sinanTiP 

I — cos TIP H- 


sia(2;i— 2 ) 7 ip — sin (2/1 — i)T rp 

I — 2 cos TIP -h 


: SniTlP 


qn^-hn ^ 


• COS 271 P ~h q 


n 

77 = 0 77a = l 77-=0 

="y (_ 

^ I 4- 2^27i~leoS2HP -H 


,|.-a777 I 


(*)• 

77-00 

1 I '^1 cos(a B — a)n(' — cosawitp 

(7t® 2rf(p) 4s>n*’''' ^ ^ i— a(7*“onsi'.7CP-i-y*« ~ ' 


■ a;»(o) 

4 It* Srl(i>) 


^ 77 =r 00 

= O?" 

77 = 1 


C0s(2n — 2)7CP -I - cos 2 /? TC P 
I -H 2^*^**^ COS27IP -f* 


Les formulas (ClXi) concernant cl ^*1—^ sont convorgentcs pour 




(0 


<4!ll 




(0 ^ 

vcrgentes pour 


0 ): 


^tio) ^ 

colics conoernani s^4~ ^ cl — 




’ &»(«’) 




sont con- 



TABLBAU DBS FORMDLES. 


TZ^ 

-^ 2 <— 

« = 1 


6 toj 

7C® 

n= 00 

71 = 1 

?iq'^ 

J2t0^ 

I -4- (-— l)"^" 

TT^ 

77 = 00 

211^ Y 

toj 1 -4- 


I2toJ 



TT® ^ 


OCui to 
^ \‘/ I 


«=rl 

/•= 00 


^ - t 


20 \2t0i/ I 3.5 I — <7®'y 

ii — / ^ Y( ^ ^ zi£!lV 

2S yp. toi/ I 33.7 3 ^ t — </'*'y 

//=~t 

”'J^ (-i)«“i A !- ' 


Y 

I - 4 - < 7 - 


n ST to 

■>,K /T 1 - V 7 * 

-- V>^- ■ •>•<■/> 2d * 

” •*“ n — - 

» ■ 1 H- </ * 


nrsl 
« -1 


I — 


4 y 

.Anri —s 


- '..y V 2, ( - t)»- ^7»(»-.) i 

«- 1 

_,/ 2 V,(._.;^_^). 

w s. ; 1 

^ v/^- ' -^4 2 - n -4 2 (-’)'* 

wrrl nj;=l 

//«»£ ao 

-. a T (-- r)»-* ,7«i«-i) » - g *" r .! 

^ ^ ' (I - 4 - ^*^)(l - 4 - ^*'*"**) 


a 


, q%n^%^ 
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CALCUL INffiGRAL. 


CX ( SUITE ). 


] «=l 


= 2^1 2 y 


[ -H I q'^ 




(,) ^r_,+ 42 (-o-^ = .+ 42 <-')v!- 


(.«) ^* = 42<— )Tiir“<2 


n^l I -H <ya«->l 


(r__ ^2/1-1 )2 




,,, ^«'= 4 2(-o-<..-.) »4 ,v;;S' 


Integrals des fonctions doublemeni periodiqms. 


Jj Y IT ~ 7 ^ iOT; ’ 

I _p‘'‘'’w , (J-s p^w , 5ff» p'u 7ffl 

, _p^ 3<?spWK_^3^, p"i« i74?-’tP'K 3.a9,y,^,^.. , /S.'iffg , A’ 


p'"« , , ^j,«. 




ii! a. 5 7 ! a . 7 5! a*.5» 3! a’. 5 . 7.11 \a“-7-'< >'*••'/ 

7n"-, ^ ^8 pWjt 7jf| p^M 3.a3<?-,<r> p'tf 

i3' a«.5 9 ! "^a» 7 ! a».3.5 TT ■ a*.5.n 3! 

_ /_Zi‘JL£L ^ A?J-]ru /iBii/Ui 

U'.3.5.r3 ^ a. 7 . 13 / a«.3.'..7. i3 



TABLEAU DES FORMULES. 
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CXI (suite). 






ag’i 

5 ii! 7 
6i^i 3.3ig-| \p'M 
5^ li 22.7s.13/ 3! 


2£, 

7 9'- 


23^2 p[')„ 

22.3.52 7! 




7. II 


167^^3 ^.. , / i3#-| 


_ 


(»v). 


32ff 8 p‘“> U 
22.5 


32^3 pi “I a , 3.i3^|pl”‘)K , 
-t- .. ,, 


Va^.y.i 

32. 1 3 ^3 pWzi 


_ ys-iSi \ 

.22.35.7.11'* Va*.7.ii ' 22.3.5.11/ 


22.7 II ! 


2^52 




i 3 ! 

2 32.53^1 \p”a 32.181^1^3 p'« 

25 52.13 2». 72.13/ 5! 25.52.7.11 3!' 

IL^l _J_ 35.223^iff| ^ [ 7^! 

11.17 


2^. 5.11 7! 


Yii 

V28. 


iS.i; 


/ ” V^*5 .ii.i 7 23.7.11.10.17/ 


i()l 


f 2 

2 


i5! 


l£ j ^ ^ 3.T7 ^s^? 

2.7 i 3 ! 2^. 3.5 n! 22.7.11 9’ 


f- 

\ 2®. 


587 Ai 


5.i7g-S \pi''>a 
3.52 i3 2’’. 7.13/ 7' 


/ 3i.i453^i 

^25.3 . 52 i 3 .i 7 

/J 2 ii£l^ 2 _ 

V25.7.11.13 IS 


i37ffli?3 P^it 
2^3.7.11 51 
3.15871^3^1 \p'a 
2>.7®.n . 13.17/ 31 
a-5^^ 


( -5 •|■)( 2 /l-■ 3 ) jj «L. ,....— ./.M.i jjCSre— > 6 ) f/ ^ 


19 7-I3.I9 

Ij(»t 


, / 1357 /riff! , i 3 -i 7^^ V. 

(,25.7.11.13.19 ^2*5.7.11.19/ 


HI,") 


BS/’ 


lt<'''*i=. 


(2/i — 2/' — i)! 
II 

( •> n 2 ) (j n — ur-h 1) 

2/i(2/iH-l) 

(/■rrro, 1,2, ...,/H-l); 


p(2n. 21-3) wH. . . + ^ p' « - Bf «i I C W + B< Z/ , 


BS.") + 


2 /I — I 




ri — I 


4(27i-hl) ‘ 2(2rt + l) 

= 0 pour r < 0 et pour ?• > n 




y— 3 /I 5 


CXII. 


(I). 






(pa — pp)» 


1 p) — ^ 5 (a 4 -p) 5 r= Ay^U 2 , 

^p(l[4 p) — p) w AJj'UsH-Ay^Js, 

p) -+- J' P^(m h- p) l-s Aj)*^ w ~h A(i*UiH- Af^ JjThr A^®^ J3 + 

1 pU) ( w -- p) ^ I M - p) « w -H ’ J2 

h Js J; 4 -. . . 4 - AS,W^J/*+*a* 
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CALGUL INTEGRAL. 


CXII (suite). 

(i) [suite]. 


rf" ,p(w — 

IL) = 

A / « 3 _1_ 

A<i«> 


H- + 

Al/Va 




— AJ) ^ -4- 

p<i — pt' 

■ (pit 

-p^y 

(P« — P*')"'^^ 





r b< 2 “> 


Br> , , 

Bk'V* I 






'■^(P 

M — P<’)^ 

(pa — pt^y^-^-^J 

A'„<» 

= P< 

j 

> 

1! 


A'j"’ 


B'lj"' = i P'*'. 

Ai,» 

= — 

p'<^. 

A<t’' = 

= — J p'"i’, 

A‘/’ 

= — I p'‘'p“'^> 

A(ji) =~p'»<-, 

Al,^' 

-,P' 


A<i»> = 

:ipCv)p, 

A'j>“' 

= |p''s<,_|_ 34 j)'S 

P P 




A'/’ = 

: ep'pp'Su, 

Ai,*' 

= 3p'»o, 


Al," 

= — 


A'l^’ = 

= —i 

A^»' 

= - sV + 



Al,» = — — 1 - 2 , ]!'■>«>. 

B<"+‘' = (i-v)A(, 1 ’,; 

=— 4(av H-t) Bi'Vi— Bi'41i-(-(i-av)p''«J B(,">-i-(i— v)p'^(’ B41',; 
( V = o, I , a, H- 3 ) ; BV'’ = o pour v < a ci pour v > w. H a. 




A'o' = ! p-u)* = 


3 ^ — y — ^r), 

$ (i/ — <0a)~ 

p'(^^ — oJa) — I'ACct r6(A^i^ )»Jai, 

p- ( _ Wot ) r- -A i ea A > - 1 ’ 7a ( 2 f- A^/> 0 ^ J i 

-4- 30oca(A\®’)sJ2H" iao(A\^^ )‘'*J;t. 


Si p est une quclconquc dcs solutions <lc I’dquatioa on a 


/ Y P ^ 


a a oco ^ Py r 

~ 7 * v/ — J)<^ 

[logo-Cu-f-p) — logo'(« — fO — 



TABLEAU DES FOKMULES. 


CXIIL 

( 0 . 


dyy 


Si est solution dc I’equation dilTerentielle = ay’' -i- by^ c , 

on a, en posant J„ = J" J 

* BP Sa I . B«,„ 

(.«+.)! + pr +...+?»!, *■ Pf'j. + ?!■’. 

f'oir lo Tableau place ‘k la fin ties formules (XGV). 


= B\si= — 7.56, B'22) = 3*6»-2=.3ac, B'3> = — 5.76, 

B'/l = 7 . :t7 6J — aJ . '52 .yac, B'/’ = — 3^ . 5® 6s + >.2 .33.5 abc, 

B',** -T — 72.3.76, B'j*’ = — '*333 7ac4-2.3.7 47&®) 

H'," = — i.3’),2963+ •>>. 33 . 5 i)£r 6 c, B<j?' = — 2*. 3 “. 52.^06*0-4-2'. 32. 5.7(72c2-+-32. 52.726', 
n;." 1 ) - ( ■>. ft — I )2 £ Bl" ( 2 /I — •). )2 ( >. « — 3 ) (2 ra - I ) «c Bfe* ) , 

( /• = o, I, 2, . . ., ft ) , B<„"’ rr r, Bl/’ = 0 pour /•< 0 et pour r > ft. 


p(,i)=:-46, pi,2)= -22.56, p!i»l = 2«62- 23.3SftC, P‘i2)=- 23 76, 

= 2'. 7*6* — ■>3.3.7ac, p|,3’ = — 2*.3263 -i- 2'’.3. t3a6o, 

23.3.5 6, pi/'= 2‘.3.7.i36*- 2^32. 7af, 

-.2».5.4i63 4-2«.33.5.iia6c, p'i‘> = 2“.32 62 — 2*2. 33. 170620-1- a’.3’. 720*02; 

pi"' = pi." — 4 ft 26 p'."-;'!— 2ft(2ft — l)*(2ft — 2)«o pji'i*), 

(/'-.(), i, ft); P|)"’=:i, pj."' = o pour ;■< 0 et pour r > ft. 


pu) 


= — 20, p(2):i.:23 6c, pl’> =• — 2’ . 3* 6* 0 -H 2* . 3 . 5*002, 

p(4) = •>,‘3.326*0 -h 2^.3.52 00*; 
piflj — — 4 ft2 6 pl"-‘) — 2ft(2n — 1)2 (2ft — 2)00 pl"-2). 


(a). 

I" logtfro(»)-$po(«)l, J f^(u)du = -eoiU-^{u). 
f E(ia(M)<i^» “ — -- log [/««— «Y i?a(“)-+- /««— «P Sy«(“)1) 

Tt* e qU+Uu 

) (e« — ep)(«a-e^) 



CALCI3L INTEGRAL. 


CXIV. 


f \oa.{u)h^{u)du^- %^a,{u)du~ g-;-£— / U^iu)du, 

J Utt.{u)’i^a{u)dii= 

J Ua(u)l^y(.u)du = 

f lao{«0?po («) rfM = — $Yo(«), 

f ?ao(M)?a3(“)rf“ = J Ipo(M) </«-+- (ep— ea) J io^(u)du. 


J Up(«)?«y(“) — g“_y 

J $ap(M)Srp(fO«f“ = Sop(«). 


/ ?Py(' 


gg — eg 
eg — ey 


y lyfi(w)</«, 


y <lnMi?u= ilog(cnw— tsnM), 

I , Hnw+/c'silM 
— = plog . 


cxv. 





('). 





»), /' 

ca tt 

da 

^ log(<lna ■— « 

'A sn ( 

/■ 

du 


log , 


J 

sn u 


^ sn a 


f 

■ W'tt 
cIn u 

= 

I , cn If -4- lA ' 
^log ^ 

fill u 


/ mv . r , 
du:= Yr 

CD It K 

CctiU J I * 


cin u •+■ A ' 

cixu ’ 


i , 1 — kStXlU 

■ log - , — .-, 


/ dtiu J 1 ^ >r — rn?t 

dll = log '■ J 

saw ^ saw 


dn« H 


t , t/ ' — A on w 

-,log— 


J snw ” &nu 

f^du.=. log i±i!L«. 

J cnw ® c,i\a 



TABLEAU DES FOtt^ULES. 


CXV (suite). 


y* sn M cn u ~ dn m, 

cii ii dn u dll = sn Uy 


J* sn u dn udu = — cn u, 

J snucnu J snu J c 


/ da rdnu , ,, Csnu , rdu^_ i TilnM f cnu 

snadnu~^J snu ’ J cnudn a k'^J cnw k'^J dn^fc 


k^ rcn u J 

I * 1 — 

A:'v dna 


/ , u ^ ^ 0 '( m ) 

sn»«rf«=-,^Z(o)-pQ^ = 

c du u ' H'i(“) 


/ du a E I 0 \(m) 

dFU “ R eTw ■ 


‘ cnw dn w 


du = logsnw, 


*sn w cn M „ 


^ (iu, s= log Tj , 

snudna dna 


' snu dn a 


- log cn u, 


/ snu , I , dnu 
cnudnu ^ A'® °^cnu^ 

/ dnu , I snu 

du = log 

sn u cnu ° cnu 


* sn u . r dn u 
k'^ cnu' 

Nlnu - cnu 

sn’^u snu' 


cnu dnu 


/ cnu 
sn*u 

/ snu 
dn* i 

/ dnu 
cn* u 


snu r i cnu 


dnu _ sn£ ^ 
cn* u ^ cn u 


T. ot M. - IV* 



CALCUL INTfiGRAL. 


CXVT. 


U Uq . U — Uq 

^ a : 


u) - ba<«o) ^ 

“ ‘2 ^ a - 


( 2 ) ^^„(«)-?ao(«o) “ 


^ Mo -V- log 


^ zi — Ua ^ If — ^^0 

^ n 

a a 

— — 3 'r— ; — 


( 1) |p,(«)'_V(Mo) - 


= Z^O ■ 


zz^ — z^o ^ ii — Un 

ZKZl^UZ. 

IL-{-Uq^ ZZ-HZZo^ 

CTot 


^ Z 4 — z/g ^ ZZ — ZZq 

<^> uTu 7^-^’ 

H 0 ILzIio 

/* z/zz ^ . V . a ^ a 


f5) cn'jio f „^“r; r > 7 = “Z(mo) -+- log 
/ cti zz “"” cn z^(i 


(6) dn 


'zzo / T = zzZ(zzo) H- log — - 

V dnzz—dnzzo f j fl 


II ZZH-ZZq ^ Z4-4- ZZ0 

a a 

II ZZ — ZZq ^ z^ — zzq 
2 ^ •> 


4 -ZZo^ Z 4 -+-Z /0 


a a 


En donnant k la constante uq des valeurs convenables, on parvicnt a des 
formes nouvelles pour des integrales anterieurenient calculces(GXIf FsjGXV). 


Si Ton designe parj^=y^(z6) Tune quelconque des fonctions 
^ao(z4), 5py(z^)j snzz, enzz, diiz4, par Uq une constante, parjKo, JKo,JKo, 
la valeur pour u = Uq de la fonction /(u) et do ses derivees, en/in par z/, 
bf c [Tableau XGV] les coefficients de Tequation diQerenticllc 

y- = cir' H“ h'- c, 

que verlfie la fonction f(u), on aura, quel que soil n, 

( n - i)y^^n (/i — a) (Oajg H- b) 

4- (4 n — lo) ajo Jn-s 4- ( « — 1 ) a J^-s = . — , > 




dll 


en posant 



TABLEAU DES FORMULES. 


CXVIL 


On suppose 


== aa<Oi 2po)3, a = 2 a a)i-H a P'ws, = 7 ■+• pT, 

ac, p, a', p' etant reels; r, 5 , v sont des entiers donnes; r el s sont pre- 
miers entre eux, sanf dans la formule (6). Le chemin d’integration est 
suppose ne contenir aucun pole de la fonction sous le signe ^ ; /n, 7Z, x, 
n' sont des entiers determines par les conditions 

/n<a</?i 4 -i, N<P;’ — a5<N-i-i, 

n' < ( p — P' ) — a' ) ^ < n' +1 . 

Dans les fonnules (4) et ( >) Ic logaritlime a sa determination rcelle si 
rt 2 ) Wi) ^ sont reels. Dans la formule (6), logc'zz est defini comme 

une fonction liolomorphe dc zi, le long du chcmin allant de zzjj a u\^ congru 
au chemin d’inlegration donne. 


, ^<'0 4- 1 


cIq — — ( 2/1 -H l)TtZ, 


I I = — (■’■«’() -T-t) 114 4 - (2 7» -hi) It £, 

(ill 

/ l^icdu = 2 Y 3 j(zZo--Ho)i) — (2 ii -4- 

/ + S COji 

/ da ^ 2 V) 3 (zzo -h 0 ) 3 J -h ( 2 m 4 - 1 ) 7 : z, 

tVo 

, ««oH 2V (/'(!),+ A ( 1 ),) 

/ ^zzz^zz .= 2v(r7ij4-A*r)3)(zZo4-rva>i4-5vci>3j — v(2N- 


^ziz^zz.= 2v(r7ij4-A*r)3)(zZo4-rva>i4-5vci>3j — v(2N4-l)7r/; 


, H2/-o)ri-2A*a>, 


' I ,]) zz 4-,p 
2 JWZ — Jirz 


z/zz-- 2ZZ(7”]r]i4-5Tfl3) +‘a(/’UJi4-^t03)S(Z4-2(N — N^z; 


(<)) / i;a 4 ( 1 / = logO'K'l— Iog5'w.'o-H(27'lr)i-H2<1l)s)(«'i — O 

[zzo _ zz„ 4- 2ra>i-h2.9 0)3, zzi = zz^ -f- aroii 1 - 25 ( 03 ]; 



CALCUL INTEGRAL. 


I l6 


CXVIIL 

Cas normal oit 4 est reel et positif. 

(i). 

Si le chemia d’intcgration ne sort pas du rectangle dont les sommcts 
sent r y on a, en designant par Ni le nombre de fois que Je chemia 

d’integration traverse de haut en bas, par N 2 le nombre de fois qu’il tra- 
verse de bas en haut le segment de droite allant de o a — et en pre- 
nant pour logSri(<>) sa determination principale, 

J = — log2rt(«’o)-+- 2 (ni — .Vjjr/. 


(9.). 


Si Po est mi point du segment de droite allant de 


— r • 


■ r -j- T 


U‘ 


point — - excepte, et si Ton prend le signe superieur ou inferieur suivani 
que la partie reelle de est positive ou negative, on a 


/ +■! Cy/ 


f 


au<-) 


d(f = : 


: Tzc. 


( 3 ). 

Si = ou «, ^ sont reels, p non entier, et si le nombre cu- 

tler n est determine par les conditions /i < p < /t -h i, on a (GXVUij 


/ 


‘ sr;(p) 

2ri(p) 


dv = — 


(4). 

Si Po est un point du segment de droite allant do ~ ‘ ~ u — le 

9 9 

point — ~ excepte, si Ton designe par a la partie reelle de po, et si Ton 

prend le signe superieur ou le signe inferieur suivant que a est positif ou 
negatif, on a 




Po-l-T 


^lO’) 


d(f = It: ( — 2 a zh i). 



TABLEAU DES FORMULES. 


CXVIII (suite). 


Si n designent des nombres entiers et cr, p des nombres verifiant les 
conditions 

a different de zero, — - 

*> o o ‘ o 


et si -H /tr: -h a -H pT:, on a, en prenant le signe superieur ou infc- 

rieur suivant que a est positif ou negatif, 


t C-r 




= — ^2 ITT ( Po 


Si, on outre, r csi un cntier positif, on a 


r /» t'li 'C Cr^ 


3 ri(o)' 


/ /*T I \ 

: — 2rc7i:fPo ~ -H — ip - 1 ' 


Si m, n designent des nombres entiers ct a', p' des nombres verifiant 
les conditions 


a' different cle zero, — ~ ■",> 




si enfiii a = h a', P = /? -H P', et si Ton prend le signe superieur ou in- 
fcricur suivant quo a' cst positif ou ndgatif, on a, cn prenant pour Ic lo- 
garithme sa determination pi'incipale, 


+ 2r,(a'-4- p'-r) 

srw*"‘°»5lkr|w) 


■ 2ncTr(2 0i^rp r). 



CALCCL I^’TfiGRAL. 


INVERSION. 

Oa donne trois nombres distincts sj, £3, £3, £1 -h £3 £3 = 5 quand les 

l>oints £1, £2, £3 sont en ligne droite, £2 designera toujours le point inter- 
inediaire: y., 725 Y3 seront les nombres 

y, ~ iy 72 = 2|), 73 =4 Si £2 £ 3 ) 

£1 — £3 

y- ii’est ni un nombre reel negatif, iii un nombre reel plus grand que t 
D ans ce qui suit, / 1 — x, /i — x sin^c^ designent les determinations 
des radicaux dont la partie reelle est positive; t/x, v^i — x les determina- 
tions des radicaux dont Targument est compris entre — ~ et logx un 

nombre dont la partie reelle est le logaritbme neperien de | x | et dans le- 
quei le coefficient de £ est Targument de x suppose compris entre — tt 
et 4- IT. 

CXIX. 


X(X)= / — 

Jq — xsin^cp 

//V / ^ fx'(x) 

x'(x) = x(i — x), T = ; 

la partie reelle de ^ est toujours positive. 

On entendra par y/x, y/x' les determinations de ces radicaux dont la 
partie reelle est positive. 

(a). 


Si a, d sont des entiers impairs, b, c des entiers pairs tels que ad — be = 1 , 


{.2 r cx(x} + tcgx'(x) 1 _ 

L«x(x) -h 7,6 x'(x) J 


Si a, b, c, d ont la mdme signification el si ayaiii fixe arbitraircmciU 
une des determinations de y/si — £3, on pose 


otx(x) -f- 4 ^x^(x) 

y/si— £3 


— <^xfx)-{- idx'{%) 

— S3 


0)3) = 72, tos) = 73, 

fia = p(a>a I 03 i, 0)3) = £«, (a = i, 2, 3 ). 



TABLEAU UES FORXULES. 


”9 


CXIX (suite). 
( 4 ). 




Sfs 

0 

«x'(x )1 

x(x) J 



Ejo 

n 

IX'(X)' 

•^3 

u 

x(x) J 




Sr, 

r 

0 

iV(x)l 

X(X)J 


o\ 

ix'(xn 
X(x) J 


( 5 ). 




3's 

0 

iX'(x)1 

x(x) . 

— 2rt 

0 j 

jx'(x)‘ 

&3 

0 

«'(x)] 
X(X) J 

-h 

0 j 

^(x)‘ 
X(x) _ 


25 V (XI 


VQci^ __ov_W^ 
rig \(y.) 4-9^ 'W H-ae ”-4- 


't V tv.) ^ 16 \* (y) ^ 

1 4 - *> 5 V 1 %) 4 - e ' H- . . 


on a toujours | p | < i. 


fC). 


( 7 )- 

Z I [« I ■7^^] “ [/x(x)]^ 




1 1 H w] " li/i i H ■ 


(»). 


\(pM-x 


J / 1 — X 

Tt^x 


7 (l-t- Vt— x)*x(x) 


tOl! 


X(x) 


(<))• 

x'(x)i 

t03 =: ' y!v ? 




\/ci— S 3 V^&i — $3 /si — E 3 

\/c»i — <33=r /si— £3, /<?!— 63 = /si— S3\/l--X, /e2 — 63 = — /si — £3 /x ; 

=-i {/sT^'sJ, {/ci— Ca = v^Ei- S 3 y^r - x, 63 == t v/si — s;) v/>i; 

<?i = sj, (’j = Sa, 63 — £3* 


Dans Ics Tableaux suivanis on suppose wj, toa, v^wi ddterminds par Ics 
formulcs(9); \/sr-^ cst fix6c arbUrairement urnoins qu’on nc prcvieanc 
(In contrairc; cle mdme v^st— £3 cst unc racine carr6c, fixiSe arbitraire- 
iruMU, dc y/ej —£ 3 * 
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CALCUL INTfiGRAL. 


cxx. 

Dans les formules (i), ( 2 ), (3) on suppose [ x | < i ; cette supposition 
n'lntervient pas dans les formules (4)* 


(i> 

En posant 

[ t.3.5. . .{%n — i) 

2.4-6. ..an 

72 — 00 rt=:oo 

\ (x) = I t>-(x) - 2 

72 = 1 /Z = l 



et en designant par A, B deux constantes arbitraires, la solution generale 
de I’equation 

/ . d'^r . . dr 1 

- 0 - 0 ^ + 4 r = o 

es t 

y = k X(y.)-+- B[4 (jl(x) -i- ) (x)logx]. 


(a). 

x(y.) = ^ >.(x), x'(x) =— ^ 1^4 -H X(-/.) 

oil le logarithme a sa determination principale. 

(3) . 

X(x) = i— i log(i — x) — s(x), I £(x)l < J |x|; 

fi(x) = — i log 2 log(l — x) — rj(x), lr,(x)] < 1 |x|. 

( 4 ) . 

X(i — x) = x'(x), =*'(711^.) = / 1— xx(x), 

x'd— x) = x(x), ==X (7:^) = /i— >t[x'(x)±:ix(x)J, 

(i) /x[x(x)q:JX'(x)], 

ou il faul prendre les signes sup^rieurs ou inf^rieurs suivant que la 

X 

partie reelle de — est positive ou negative. Pour deux valeurs conjugudcs 

de X, les valeurs de x(x) sont conjuguees, les valeurs correspondantcs 
deT,sont repr^sentees par deux points sym^triques par rapport k Taxc des 
quantiles imaginaires. 



TABLEAU DES FORMCLES. 


I2I 


CXXL 


(I). 


Si r est un nombre positif et si [ x | < r , on a, en posant q ^ e , 


<7^ = 


L 16 A(X)J = 


yS A / 


tlfx) 

X{x). 




3'^ 




2r . . 3i 
; -T ‘ 

1024 2048 


= 00 

= 2 CnTt"; 


I X |< 1 


> 10 , = 6267 , 2 ^ 0 . Cg == 435506703 , 

• 220 . 102 03 , C^o = 776967575 , 

•>, 2 S. = 279025, 2 * 2 . Cii = 224 17045555, 

220, Ca = 483 127, 2*®.Ci2 = 40784671953; 

Cf. T. Ill, p. 221, note. 

( 3 ) . 

<[•- — •>, '5 (^- t/>iy+ i5o v/^y’-h. ...; |5C Ki.. 

( 4 ) . 


P -+■•'»■ (j ?)*•+• I 5 (j pyH-j 5 o(i py*-t-..., p = -! ^ 


t H- — X 


(5). 


K (l) ^ ^ 3-§(o| 0 — 1 ,354075; <J = e-n = 0,0432139; 

( ±;i 2 \ 

\\o V = r, 54369 if- 4.0, 4i303 7cl >/» [ 

/ (7 = ± 3 = rJz «.o 3 065829. 

x'\«3 " ® / == T ,54369 q= ^^o,4I363 
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CALGUL INTEGRAL. 


CXXIL 

Dans toules les formules de ce Tableau on prendra les signes superieurs 
ou inferieurs suhant que la partie reelle de - est positive ou iiegati\e. 

i 

L'argument de — */.o est compris entre — ^ et 
Dans les formules (4)j logo a sa determination principale. 


NUMEROS d’ORDRE DE LA REGION. 


h'aleurdeXflJ x 


II. 

III. 

IV. 

V 

M 

! 1 ^ I » 


|x|>I, 

|x|<I, 

I^O 

lit— M>'. 


lx— l|>I, 

lx— l|<I, 


|x|<|x— 1|. 

|»|>|x — 1|. 

ll- 

|xl>lx-il. 

lx|>|x~l| 

X 

I 

, 


X — I 

X — 1 

X 

I — X 

J — X 

X 


{ ‘1 1 y - 


Po = — w=’ IPoK-t; 

i-hVi — Xo 

,j Po-+- 'i Po) + i5 Q i5o Po)’ V. . . , I Q |< 

I X(-/.o) = ^&|(o |q) = ^(H-2Q + 2Q‘ + 2Q’-t-. . 

' X(Xo) ' 

NUMEROS d’ORDRE DE LA REGION. 

d. 11. lit. I IV. V. I VI. 


Valeurdei. 


I — I ± ' 


iqpT iiih-t; t 





TABLEAU 1>ES FORMULES 


CXXII (suite). 
(5>. 


NUMEROS d’ORDRE DE LA REGION. 



Valeur cle /ei — Ej /si — — £3 ^ \/^i — £a 


Valeur cle EsI — /si — £3/'/. zti/si — £3/*''- — — *3 


Valeur de v/ei- 


'±:l\/^x — Eav/i — V. 


ValcurscleEi,E 2 , E 3 £ 1 , 52 , £3 




NUMEROS R’ORDRE DE LA REGION 


Valour <lc ^/lii — EiJ ls/z\ — £3 y/ 


i — x i 1 


; y/ E jl — £3 y/x 


Valeur do y/E2 — E3I — iy/si — £3 — ey/si — £3/1 — — £3/^ — 


Valeur de y/ifii - ii:2| y/si — 53 y/x ^y/eT— £3y/>c / y/ s 


Valours tic Bi,ii: 27 B 3 l eg, £ 3 ? £i 


S3, E2, Si 


£3? si, £2 


X(Xo) „ _ tx'(>co) . 

iil i- -7====rr> £^3 ==• “Tz :';:::!!:.:::"" , 

y/jSi — E 3 y/Ei — Ea 

. ^t(o|T) ^ JtL A _ .>/v r Q'' 

&i(o 1 t) 12 Sill ‘ jid 1 — 


14 = IIiT -- 
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CALCLL INTJgGKAL. 


CXXII (suite). 




( Ve.- E3 = 2 r,(o I T), v/e, - 2 r,fo ] x), 


t/E,-E3=^^2r,(o|T). 


^' 9 )- 

La partie reelle des radicaux qui figurent dans les formules suivantcs 
est positive; /t — i = i\Ji — t. 

Si z est dans la region II, on a = — Q, toi = Qj, CJ3 = zh n- ii j : 
Tj* = Hi, = dz Hi H- H3 ; 

h-2E£ 

B,(olr) = e » Sri(plT), &2(olT:) = e »£r3(p|T), 

2r3(pl t) = 2r4((? It), | x ) = &3(p | x). 

On pent d’ailleurs employer les memes formules que dans le cas ou */- 
est dans la region I. 


— ijf I 

Si X est (Ians la region III, on a g- = , tuj = Qj ±03, CO3 = ^^3; 

r„ = nid;H 3 , r, 3 =H 3 ; 


2^1 

Sr* 

S3 



v/idzTe | x), 

±dL!Ei. 

v/i dz T e A=t=T 2r3((; | t), 

1 zh T e 3r2(p I t), 

v/ 1 z!z T e 2r4(t^ 1 t). 


1±T 

Si X est dans la region IV, on a g = e 

OQi =H3, >33 = — HizizHa; 


TTi 

, (Ol= £ 23 , 0)8 — — £2i Zh £23 ; 


/ f \ 7C Z P* 

^8 (j 1'=) = « ‘ *^'^*VTe~’''&4(p |x), 



TiBLEAn SES FORUULES. 
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CXXII (suite). 

(9) {suite'[. 


‘ /re^"'2r2(p|T), 
/ I \ _2Ei — iif'jr 


Si Y. est dans la region V, on a ^ = e ? toj = o>3 = — ; 7^1 = 113, 

Xi 3 = — III, 


^l( -I '^ ) ==<^ 


3?r/ < >"TC/ 

^ /t e 'f S‘i(p I T), 

TCI f'^TCl 


* /re *1' 2r^.(plT), 


( « \ — 2 Ei - il£' 

- t) = e » /?e ■» 2r3(o| T), 


Tt/ P*TC/ 


^ T r 


e ‘ v/t e >■ Sfs((>l'r). 


TCI 

Si Y. csl (lauh la ri‘f>ion VI, on a y = e*i— Wi =-p Qi -h fig, 103 = — Jiij 

•/;i = q: 1li -(- ll;t, 'r\i — — III ; 




Sts 

Sr« 


/ 

\ 

VTipi 

V 

1 \ 

vr“/i 1 

IV 

/ 


\Xh t 

V 

Vt 1.1=1 

:) 




( 3 ± 1 ) f r / I s 

« /-|- :-t- r Ji(p It), 


f '< \/q-i-t-T&3(('|T), 


■cj /q_rH-T2rii(('|T), 

c * i-l- tS's((’ I t). 


On pcul anssi,.quand x csl dans la rdgion VI, appHquer Ics foi’mules 
nmcornaiU lo cas oCi v. esi dans la region V. 
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CALCUL I>'TfiGRAL. 


CXXII (sajTE). 

(to). 


Dans le cas ou x est tres petit on pent faire usage des relations sin- 
’s antes, obtenues en negligeant et dans Jesquelles, si Ton se donne seu- 
lement x, on prendra pour \/zi — £3 la valeur que Ton \eut, par e\empie 
le nombre i. Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont les deter- 
minations principales. 



En negligeaiit vJ on a cle nieme 

S’] (p 1 'z) == x"^ f ^ siiiTcp; 2r3(p | -u) = ih- ^ cos2tc(^; 


t) = X* (^i 4-0 COSITP; (P I c) = I — i cos'iTrt^; 

-nr = ^i — 0 liy/sj — £3; 

U^l (Oi, Wj) = - sin('n:P)e«’^ | (Oj, 103) = — |sin2:r0 <>( 

- TC’p* / X \ ^ 

ifti 1 coi, tOs) == cos(Tr(p) ; c' 3 (^« | Wj, to^) = ( i h- ^sin^Tcrj 

w| toi, 0)3) = /si — £3^1 — 0 


sin ^ r — 0 li 


= I H-^cos* 


x\ , cn(ti, x) X , / x\ 

cos ( T \ 


(-1) 

dn(«,x) I — ^ sin® ^i— u. 


n'h>> 





TABLEAU DES FORMUIES. 
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CXXII (suite). 

(H). 

Dans le cas ou >: = i — xq est tres voisin de i, on fait de meme sou\ent 
usage des relations sui^ antes : 

x« = I — x; 

- Ei = x'= (i-h 1“ ; 


r. - - 

25X5 

./A 


iix^N 

1 loo- ^ 

L « 

384 

u 

24 

" 381 ! 

Xq 


/tc / Xo 1 1 -/.IN r 

K = , _ _ '^^5 4 - fr + logi"; E'= f, _ ; 

4 ()4 1 V 8 / xo ''A 1 1)4 / 


I /V. I ^l) . 

T 16 } 64 


I ( X ^ TC®t4’^ p ^ -j 

( a I coi , CO;,) = - n=: ( I >H -7 ) sli (tc w) e ; a '2 (ft 1 , W 3 ; = in- sh 2 ( 7 t (u) 

ysr—h^ '• / L 4 J 

I — 7sh2(TC(p) U » ; G'3(tt|o)i,t03)= ch(7nrjc « ; 

J)( « 1 0). , CO, ) = (Si - E, ) (l - I J + 3-17^-7] • 


G '*» 


sn ( u 


sh ( I — ^7) « 
' ■' ' el) 




cn(w, x) 


.M„ 




fj" 


1 + 7 shs 


dn( ?d, X ) = 


ch 


(■A)' 
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OALCUL IXTfiGRAL. 


CXXIIL 

Cas oCc £], £2, £3 sont reels; si > o^£2 > Y2 > o: ys = 0; > o. 

Si £1, *25 £3 sont donnes, on prendra 

_ ^2 — < i 

— — '5' • 

Si — S3 

Si Ton se donne seulement on fi^era arhitrairement lo nonabre po 
bitif [ v/s 7 ^~^ 1 et Ton prendra 

^ / V t \ ““ — i . 

— — 3 — kH'- H)^ £2— — 3 — VSi — Sab ^3 = 3 (Si — S3) 



(0- 






■5 (5 p)’+. 5 o(; p)'V. 

. y ^ = 1 

X = J ( I H- 2 ^ -4- 

■2g'‘'-l-2g‘'-l-.. )2, x' = 

— ^ xlogg, 

X 

sx' 

1 

e 

l/si — Sal’ 


\ 0)1 

t/x: 

II 

II 



- _ 1^! A 

~ I 2 (»i Wi \l 


9 ^ , , < 7 ' , .J , / ' 7 '' 


-+-.H 


+ 4 


•Oi' 


-g’’- i-g-* 

I 

lacoi 2ri(o|T)’ 


1 — ■ I — g 8 

7t / 


“h. . 


)■ 


\/*l £3 = I S3 I • y/g^ gg — j — g^ I . y/x=:|^x|; 

/l — >c = I /i — z I ; — X = I — X I ; 

s/^1 ^2 = v/i — X /si — £3 ; s/ ^2 — ^3 = — /si — £3 ; = y/si-ls., . 

v/(?i — ^2 = vA— X y/si— -Cj; v/ 62— ^3 = v^x £ 3 ; v/«j— 6^3 =z= 



TABLEAU DES FORMULES. 
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CXXIII (suite). 

( 2 ). 

STj (p 1 t) =: 2^^(sin p-n: — ^2 sin 3 Pit -h sin 5 ptc — sia7P'ir -i- . . ), 
2r2(p I t) == ‘2^4 (cospt: -f- q^ cosSptc 4- q^ cosdptt 4- q^- COS7P7C 4-. . 

3*3 (p I t) = 14 - 2 ^ COS2P7U ~^‘iq'* 4 - 2 ^® cos 6 PIT 4 - . - , 

34(p j t) = I — iq C0S2P7r 4 - 'i.q'* cos4t^'Jc — 2gr9 cosSp-jt 4 -. . 

3i(p It) = 2 TT ^ (cO S P TC — 3^“COS3pTl 4 - 5 76 cos 5 PTC — 7 3^12 cos 7 PTC 4-. . 




K = x, 


K' 


E = 


K 4 - 


E' 

TC 

3 ^ 

s/si — E3 

2K 

G-k)’ 

e (M) 

= ^4 

(jit) 


ei(£t) 

= ^3 

(4) 


4-K 




I II ( ) 

snw = 7 - 7 = ".TT-TT’ 


\/y. 


\/ 1 — xlJi(Z<) , w 0l(w) 

crm = — V y- -TT ^ — dnu = v^i . 

J/x 


( 4 ). 

II = 2 a>i p. 


2ri(p|'u) 


2r3(«'|T) 


%(o I x) 


2ri(o| 

1 

%(p 

1 

^*■(0 

1 




VI \ I (^' I '^) 

?C«lc0„C03) = at,.PH-— 

P(«I <*>3) = - - -;^ 


T. et M. — IV. 


9 



CALCIJL INTfiGRAL. 


i 3 o 


CXXIV. 

Cas oil £i, £2, £3 sont reels; si > £2 = > *3 ; Y2 > o ; j O’ > 

Si £15 £2 j £3 sont clonnes ('£1 -4^ £2 -+- £3 = o), on prendra 

^ _ £1 — ^2 ^ 1 
Sl £3 

Si Ton sc donne seulement on fixera arbitrairement le noinbre po- 

sitif (£1 — £3) et Ton prendra 

2 X t / N ^ '^ / \ 

£j = (^£1 ~ £3), £> = ^ (£1 — £3}? £3 = 3 (£1 — ■ ® 3 ^ 




( 0 - 
_ »-iyx! 


xi’ 


I -+- 1 V^x 

0 = 1 Po-4- 2 ( j Po) V r5 (1 p„)V i5o (i p,y 


Xi) = - (1 -H aQ + 3 0'H- 2Q3-(-. . 
2 


— ti}3 = = 


"Co 


Mi/si- 


x; 

> a>| = ^2*3 = 




- logo. 

TZ 


I /ci 


£3 


__ Q3 __ ^ 

£2j[ 0>3 T 


753 = — Hi = 




120)3 0)3 


(t^ 


TQl== II3 = 


III as 


, +3 


I — I — Q<> 


H- 4 


- I ) 

I__q8 


•y| 3 tOl _|_ Ttt 
StUg 


iii 2 4 i 2 i C03 

/si — Ej = I /s, — 83 I, V^ei — Es = 1 V'si — 83 1 ; 

/xo = l/xo|, v^i — Xo = l/i — XjI, v/xo=|{/xo|, J/i — Xu = |v/i — X„j; 
\/kl — Ea =jVi — ’'o\/ei — S3, V^iia — E3 = — — S3, 

V^Ei — E 3 = i\/ei — Ej; 

TO . ^ 

V^Ei — Ea = e'* V* — ^0 V^i — £3, t/Kg — E 3 =e'^ v/xq^ei — S3, 



TABLEAU DES FOR-MULES. 


l 3 l 


CXXIV (suite). 

(21. 

3 ri(Mv|T) = 2iQi [sh(t^^'r: i — q 2 shf 3 tp-j:) Q® sh(5(P7: j — Q^- sh('7tV7:) -i-. . .J, 
'^^{iw\T) = 2Q^ [ch((p‘j:) -h Q® ch (3 tv'ir) -h Q® chi( 5 wT.) + ch ( 7 ^ptt) . . |, 

= t -H 2QCh(2tP'7r)-}“2Q^ch(4f^''7^)-i- 2QS ch(6a’'n:)-|-. 

Sr4(iw|T) = I — aQ ch(2CP'n:) 4 - 2Q^ch(4w7:) — 20® 011(6^^;-^.. , 

3 ri(t^p|T) = 27 i:Qf [ch^tPTc) — 3 q 2 ch(3(P7r) 4- 5 q® c}i (3 cpt:) 7Qi2 ch(7(p7c ) 4- . , .], 
sh((P 7 :) = — ch({P 7 :) = ^ 


( 3 J, 

K = x;„ K' = Xo, 


^ — O -^0 


ni 


1 v/^i — 


£3 


E - x 


•ns 


IV* TC/ 


u ^ r 

“■ 2 Xo ' ^ 




/ I /e 1 — S3 I 


IV* 7 :/ 


II (a) =^0 '♦y/xe 2ri(i{p|T), '^y/xe i' 2r>(w|T), 

IIi(w) = e ^ y/x^ 3‘4,(2 (p|t), %[{ii)-^e y/x^ ^.}(^«’|t); 




^i_K„ SaCtivlT)’ 


i'l) 

a = 2 UP — 


■ •>. 0)3 j (P 


.3" ( M I Wi, (O 3 ) — o' ( rf I £ii, ^3 ) = 2 i iij 


■:! 5 ’i('/(P I t) 


::;Uo|T) 

3'l(« I <0,, tOa) 3',,(ff I Qi, a, ) r= 

0 's(«| “1. W3J = ®'2(« I “.1' = c-'2"'“‘'’’’, 

C!',,( H. I 0),, Wj) r= tf,( H I U,, a., ) _ e-an.U.W’; 


«l (I),. ( 03 ) = ■ 

p(rt|w,, Wa): 


.'L + ..L 

i iii L 2 Sil ( UP I X}’ 

Ul^2l I ((^ 

(2iai^;!* div 


" SytfMp|T) 1 ^ 

\ Sfl(MV|T) 


( 5 ). 


(0.3 


Dans le cas limiie oil ej^o, xo“-=x-=: J, 73 = 0, y^-r {e] “=4eJ, Wi -:s ~ 7 j t:-= /, 17 = 



iB2 


CALCUL IJ\T£GRAL. 


cxxv. 

Cas oit £i = A -h B £2 = — 2; 4, £3 = A — B £, A 6^ B ctajit reels, 
X<Q, B> o, Ya^o, g<o. 

Si S15 £25 £3 sont donnes (si-f- Sg H- £3 = o), on prendra 

£2 — £3 I — ^ f 


£1 — £3 a 


2B 


Si Ton se donne seulementx, on fixera arbitrairement le nombre positif B 
et Ton prendra 

2(2 — x) . 2(2X 1) . 2Cyv+-I) . 

= -BI, e2=:-A_ £3^ < Bi. 


On formera successivement 
t{/ tel que Ton ait 


( 0 . 




i Q = ; tang I + 2 (i tang |)‘+ 15 (i tang t) V t5o (i tang |) ‘ 




V^2 sin^ j 


4/ e 

U I — >C =: 


<M) 

V^2sin4^ [ ^ 


Tz\. /sin^ (i 

a)j-+. CO3 = Qi == - i/ i ^ 

2 I V B 


2Q*-h 2Q^<^-+-. . .)® 


C0S2 - 


\/ Sit i s/^l j 5 


0)3 — a>t 2 Si 3 — Sit I I 

c j — ----- g 


ou le logarithme est reel. 


Sis T 

Sit IH- T ^ 


t Sr 7 ( 0 |T) 

I2Ql fil L^~Q^ I— Q* I — Q« J J 2 Qi 2 r', (o|t)' 

„ ftalli TCI 

’}i = Hi-H 3, TQa^Ua. 



TABLEAU BJES FOIOlULES. 


l33 


CXXV (suite), 

(i) \^suite'\. 



Sri(p [ t) = a qV[ sin (p-rr — sinSp-ic ~h q® sin5p7t — sin7P'jr -t-. 

2 r 2 (p I t) = 2 Q^ [cos PTC -H cos 3 PTC h- 0 ® cos 5 PTC -{- 0^- cos 7 PTC 

2r3(p|T) = T-H2Q cos 2 PTC -i- 2Q'' C0S4 ~H 2Q9 COS 6 PTC -t- . . , 

2r|i(p|T) = I — 2Q cos 2 PTC -H 2 0^^ COS 4 PTC — 2Q® COS 6 PTC H-. . . , 

2fi(p I T) = 2TCQ^[C0SPTC — 3 Q® COS 3 PTC H- 5 Q® cos 5 PTC — 7 Q^ 2 cosy H-.. .1. 


(3). 

ll = 2^iiP, 

STi r 1 T ') 

s' (m| Wi, Wa) =0- (m I Qi, Q 3 ) = aQi eS^iOi*’', 

0'i(m I Wi, Ws) = a's(« I Qi, Qs) = 

o'sCttl W,,t 0 s) =a'i(M| Qi, Sis) = j ^ j 0 *”*“*''’, 

a' 3 (Ml w„ toa) = c'sCm 1 £Ji, £23) = e*”-"*''*, 

C(m|w„w,)= C («|Qi,n 8 )= m-i- 

/I \ _ "1 t d r^uzli] 

P(m|wj,ws)- 40? LsTiCpIx) 



CALCUL IXTJfiGRAL. 


CXXVI. 


Gets Olif *1 = A -H BZj *2 ” — 2.Aj £3 — A Blj X €£ B CtCtnt T'&qISj 

v^o, B o, Y^go, g<o. 


Si £ 1 , £ 2 , S 3 sont donnes ( £i £2 -i- Ss = o)» on prendra 

S2 — £3 I 3 V . 

£| £3 lA B 

Si Ton se donne seulement x, on fixera arbitrairement le noinbre positif B 
et Ton prendra 

— x) . afax — O . a(x-hi) 

£1 = B £2 — ^ B £3 2 ^ 


On formera successixenient * 
<p tel que Ton ait 

tango 


1 T ep 
.0 = -tangJ- 


£ tang J) + , 5 (^i tang V ,5o(l tang J ) ' 


1 Ef M- 




V • . /sin 

cn 3 ) = tQi= - ^ — 


Sin cp (i -t- a o'* -h -4" , 


cos^ 2 

4 


i I . i 

CDi H— 0J3 — a Q3 — £2 1 — =■ — — - log - » 

TZ ^ Q 


ou le logarithme cst reel. 


I — t; ^ 




r Q® , - Q‘ ,0 

I2Qi 


1 a ,15 

.1 — Q* I — Q* 

T¥ rt Tf"? 

7Z 

, (2Q, — Ql) IIll Ill 

Jti3 


I” . ^ ”1“ 

a f £2 1 a 


1 &7(oJt) 

inQi 2ri(o|T)’ 



TABLEAU DES FORMULES, 


l35 


CXXVI (suite). 

(i) [suitel. 



TtZ 

\/e 2 — E3 = I /as I e 


\/ei — E 3 


i j-x- 

y smo 


2! 


^ E I E2 



(TC — 9u 

e ^ , 


7-111 

— E 3 = 1 B I e * , 


V^Ei — I 



(7t-f-9)f 

e * . 


( 2 ). 

I t) = 2 2QT[sh((iP^7r) — q 2 sh(3 wit) -h q*** sh(5 wirj — sh(7tv7u) -H. . 

1 T) = [ch(cPTc) - 4 - Q2 ch(3 (»>7U) -H Qfi ch( SdPJTu) H- ch (7 tPTT) + . . .]; 

I t) = I -I- 2 Q cll(2(P7c) -H 2 Q'" cll(4t^TT:) “H cll(6tP7t) -H . . . , 

I t) = I — 2 Q ch (2 iVTz) -t- 2 Q'‘ ch(4 WTz) — 20*^ ch (6 wtt) -h. . , 
t) = 2 7tQ^ [ 011 (^^ 71 :) — 3q 2 ch(3wp»7:) + 5 q® c1i(5w7t) — 70^2 ch( 7 tvTt) 4-.,.]. 


( 3 ). 


w = ‘u'Sil (p == 2/(a)i— 

^2r;(j(v|T) 

o' (M|tOi,Wj) = o' («iQi,a3)=:2t£2i - 

o'i(m I Wi, W3) = yi(K I fit, aj) = e-s“Aw», 

o-jCm 1 U)I, W,) = o'i(!j I a„ as) = 

fl'aCu |a),, W3) - O'sCttl ai, as) = ^• ^ • ^*'1 !/) ■■ 6-*"'“'"”, 

V/ , SiiUt » Sr', (ut^It) 

t (« I.. 

/I , Qilli T d 


ZUiUjTI 


&',(iiw|T) ~| 

j^43l(t«-|T) 
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CALCLX INTfiGRAL. 


CXXVII. 

(•)- 

Si Ton se donne deux nombres s el /c tels que [ | <C f, | | ■< ij on sa- 

tisfera a requation 

sn(u,/c) = XJ, 

en posant 

u = jl(/:^) ]og(t5 -4- v/i — -®) — 2 


X(X-) = I + + . [• 


1.3. . .(!2V — 1)1 


>t2V. 




^ — Id 


3.5 


a. 4. • -av 

•2.4. . .(2 7^ — a) 
3.5. . .(an — i) 


et ou Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinations que Ton 
veut de v/ 1 — x;2 , puis celle des determinations de log(jx?-i- y/ 1 — ^2), 

Si Ton se donne, en outre, Tun des deux nombres jz' tels que Ton ait 
z'^ = (i — ^^)(i — /c^js^), la valeur de u, calculee au moyen de la formule 
prec^dente, satisfera aux deux equations concordantes 


sn(M, k) = z, 


dsn( k) 
du 


pourvu que, ayant fixe y/x — k^z^ par la condition que sa partie r6elle soil 
positive, Ton cboisisse pour y/i — x;® la determination 


/l — /,.2 32 


(a). 


Si Ton se donne deux nombres z et k tels que | A" | < x, | .2? | > t, on sa- 
tisfera a Tequation 

sn(w,X:) = -, 

en posant 

“ - 1 W«g (k + 

rtzsiX 

oil Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinations que Ton veut 


de 


V/ determinations de log^^H-^^ 



TABLEAU DBS FORMULES. 


CXXYII (suite). 

(2) [suitel. 

Si ron se donne, en outre, Tun des deux nombres z* tels que Ton ait 
^2 = (i — -2j (jt _ la valeur de calculee au moyen de la formule 

precedente, satisfera aux deux equations concordantes 


dsn{u^k) 


sa(u.A-^ = .-, 

pourvu que, ayant fixe 1 — i par la condition que sa partie reelle soit 

/ t . — z* 

positive, Ton choisisse pour 4 / i — y- — la determination -■ , — * 

V / I 

(3). 

On donne p, sj, S2, £3 et Pon suppose 

Si -h £2 -l-- S3 = O, Y2 = ^(^1 ®1 *+* )> 


7Z TT 

a son argument compris entre — ~ et - ? 

ii 4 


4/ . TZ TZ Q I — t/l X 

V^i — X a son argument compris entre — — et - ? p = » 

Bi = X(P'') — 1 , B2 = B,-(^^yPS B3 = Bj— 

I I — n , 

" “ fj ms' 

n ddsignant cellc des determinations de II = y/ 1 — x ^ ^ dont la partie 

rdelle est positive; Ics determinations de y/si — S3, \/i — 5®, puis celle de 
log(^;“H 1 — sont fixees arbitrairement. 

Dans CCS conditions, on satisfera k requalion 

P(w; Y2, Ys) == IS 


cn posant 




log (z -w* / 1 — z ^) 
i^si — S3 (i-h y/i — x)^ 

^ , 


2/ 1 — f 2 _ 2.4 « 2.4.6 'N 



CALCCI. INTfiGRAL. 


1 38 


CXXVII (suite). 

(3J [suite’]. 


Si I^on sd donnCj en outre. Fun des deux nombres tel que 1 on ait 
p'2 Y 2 P__ Y 35 Id valeur de u, calculee au moyen de la formule pr^- 

cedenle, satisfera aux deux equations concordantes 

P(i4, Y2,Ya) = P, P'(w;T2,T3) = p'> 


pourvu que, ayant fixe — par la condition que sa partie reelle 


soit positive, on prenne . egal a 

/Sl— 23 


— p' ([4-/1 — yw)(i — 

(P-£2)(P'-23) 2 /r— 


CXXVIIL 



NUMEROa D’OIIDRE DE LA. HEGIOxX 

82" 8, 

X= 

Sj — Cj 

I oa n. 
|k|<i, 
lx|<|x-i|. 

m 

IV. 

|%l<|x— ij. 

V ou vr. 

I*-M ~u 

Valeur de 

{/i-x 



A' 

Losargonifinlo des 
racinos Hont com* 

. . .I* 

prl!.onlro--«t-» 



Valeurde—. 

X 





L «8 raclrtcs sonl 
(lAlorniinocs do fa- 
(;(>n ({uo la parllo 
rt'cllc do Ho 80it 
pOhUlVO. 

. A-e, 


, A-^i 

iA“'‘ 

y p — sj 

V p— £2 

\/p-Sl 

y e.{ 

Valeur dep.. 

I 

A 

iyJi — Y. 

i 

Loapartloflr^flllo# 
dos raolnoB i/%, 
\/l — TC bont posl- 
(ivos. 

Valeur de R. 

fp — Sj) (p— Ej) 

(p— S3)(p-ei) 

(P-B,)(P-Si)j 

(P— Ei)(p — EjJ 













TABLEAU DES FORMLLES. 


189 


CXXYIII (suite). 


On donne sj, S 2 , £ 3 , Tss 

£1 “h £2 ■+■ ^3 = Oj Y2 == 2 (s| -h £? -+- £| ), Ys = ^^2^3, P^' = 4 Y^^ — Ys 

Pour dtStermmer une valeur de ic ’verifiant les deux: equations concor- 
dantes 

P(.u; Y2, Y3j = P> == P', 

on formera d’abord les quantiles 7 , IIo, p, R d’apres le Tableau precedent , 
puis les quantiles po, -o, ^^(^ 0)5 au moyen des formules 


‘ZIX. i. IziH:. 


Bio = X(PJ) — i: B20 = Bio" 


^ L 




1 . 3 . 5 . . • (2 V ' )"] * g S.V 

2.4.6 ..iv J P“ ’ 


B30==B 


B,.o - B,_t,„ - 1^—.. -J ps- > 

V = £ 

So = S f So) — Bio-^o H- B2 o-3o *4“ B^o-^o • 

Si, cn formant Sq, on s’arrctc au tcrme cn Terreur cominise cst 

inferieure a 

I I 


(/iH- i)| v/( 4 'iH- a) 1(1 -1 Pi 1 ) (I — i PiS-? ,’) 


On rcmarquera quo peut aussi dire calcnlo au moyen de 

Q= i PoH..>, Po) -Hi5^^Po) H-... 

par la for mule 

^(Po ) 4 (H- ‘^Q H™ ao' -+- ‘iQO - 1 -. , .)2 (r -4“ yJ 2 . 

Ccci pos6, on a 

7 A =_ 1 ^0 ) f \/ 1 — .3^ ) ^ 

ip v/si — S3 (i-l-x)'* p \/eT^"s 3 (H-X)“ 

pourvu que I’on prenne pour \/si — ej, [/ i — xsj dos dclerminauons cle ccs 
raoinos pour IcsqucJIcs on ail, 

^ =J!!pO + ^^Ki^PlfL) , 

/si — 63 aR/i — 


oil la partic rdollo cle y^i — cst positive. 



CALCUL INTEGRAL. 


i 4 o 


CXXIX. 


Cas ou Y2 sont reels. 


( 0 - 

Si Fon est dans le cas du Tableau (CXXIII), on conservera aux quan- 
1 

tites p, q, X, x', toj, 0)3, t, ttji, la signification adoptee dans ce Ta- 
bleau, et Fon appliquera les formules (CXXYIII) qui correspondent au cas 
oil X. est dans la region I. La quantile po ^st alors egale a p et est comprise 
entre o et ^0 ; on prendra pour /si — S3 sa determination positive et Fon 
aura 

=1 v/si— £3 I ^ Vi — 


Si p est reel et plus grand que Si, est reel et compris entre — i et H- i ; 
§ designant Funite positive ou negative suivant que p' est negatif ou po- 
sitif, on prendra pour 6 une solution des deux equations 


-So == COS0, 0 I / 1 -35|=:sin0, 

et Fon aura une solution reelle des deux equations concordantes 

Ta) P'(2^;Y2, Ya) = 1 ^') 


par la formule 




2 sinO 


S (cosO). 


' l/sj — e^j[i-l-v^i— x]® 

L'erreur commise sur S(:ro) en s’arretant au terme en -sj est moindre que 


3 1 

2iv/4;rri| ‘ 

En ne conservant qyCun terme dans S(cos 0 ), Ferreur commisc sur u 

sera moindre que — ^ — ou que i — ~ • 

45|v/si-£3l ^ IOl0|/£,__£3l 


(2). 

Si Fon est dans le cas du Tableau (GXXIV), on conservera aux quan- 
tiles Po, Q, Q^, Xo, xj, ^3, T, III, 113 la signification adoptee dans cc 
Tableau, et I'on appliquei'a les formules (GXXVJII) relatives au cas ofi x 
est dans la region V. On aura 


X(Pc‘) = I [-+{/«]“• 



TABLEAU DES FORMULES. 


CXXIX (suite). 

(a) [suite]. 

Si p est reel et plus grand que Si, :sq est reel et compris entre i et X • 

ro 

on prendra pour 0 Ja solution reelle des deux equations 


Zq = chO, 


1 h= sh 0 , 


ou 0 est egal a -t- i ou a — i, suivant que p' est negatif ou positif, et I’on 
aura une solution reelle des deux equations concordantes p(w; Ys) ~ 
P "(^3 Y 2 > Ts) = P" formule 

^3 a sh 0 o / A N 

U — — 0 -4- . — 7=r — 1 -. ' r S ( ch 0 ). 

En ne conservant que deux termes dans S(ch0), I’erreur commise sur u sera 

moindre que — . f — et, quel que soit Po? moindre que r - . 

a 8 I sa 1 io 8 |/si — ssj 


Si Ton est dans le cas du Tableau (GXXV), on conservera aux quan- 
A 

tites A, B, Poj Qj Q^> Xo, Xq, £ 2 i, ^3, T, Hi, 113 la signification qu’elles ont 
dans ce Tableau, et Ton appliquera les foi'mules (GXXVIII) relatives au 
cas oti X est dans la region III. On aura 

X = e~^, Po = ttang|, X(p^) = 4 cos* 1 1 


Si p cst reel, plus grand quo sj, on calculera successivement les nombres 
reels a, Zq, 0 , u par les formules 


tang a : 


So == cot tang — 5 ) ~ 

I / . a . — a 

4 / sin - sin i 

/ r- r,\V a 2 

/i ^0 — 0 , / , « \ 


• ^ 

sm ~ cos 
4 


CO I -4“ tOs 


-41 -j) 

sin 0 I \/suTMp I 


cos® ^ I /b I 


S(^o). 


Dans ces formules, 8 d 6 signc runit 6 positive ou negative suivant que p' 
est ndgalif ou positif. 



CALCL’L INTfiGRAL. 


CXXIX (suite). 


Si Ton est dans le cas da Tablean (GXXVf ), on conservera aux quan- 
tiles A, B, po, Q, Xo, x'o, fii, P- 3 , T, III, n-j la signification adoptee dans 
ce Tableau, et Ton appliquera les foi mules (GXXVIII) relatives au cas ou /. 
est dans la region IV. On aura 


— o 

y=e T, X(PJ; = 4cos' 


.2 

4 V sin 


Cp I 2 JTC 


Si p est reel, plus grand que calculera successivement les 

nombres reels a, zq, 0, u par les formules 

tanga = ? o < a < - (-tt — o), 

o i> — A 2 ^ ‘ 


|tang(? + |)=ch0. 


f . a . 9 -h a 

Sin - sm ■£ 


I = ; — = sa u 

(I -"0 

2 1 v/b 1 COS^ 2 
4 


Si p est reel, compris entrc S 2 et S 2 -1- -= — » on calculera successivement 
^ sin cp 

les nombres reels a, 0, it par les formules 
tang a = 

-0 = — cot 2 tang = — (cl)O), 


It = tOj H— 0>3 ■ 


^ / a . a — 9 

0 4 / sm - sin i 

=:sliO; 

^3 — “>i Q I y/siiiy I shO g 
.|v/K|cos3? 


Dans ces formules, 5 designc Punile positive ou negative suivanl quo i>' 
est negatif ou positif. 



TABLEAU DES FORMULES. 


INTfiGRALES ELLIPTIQUES. 

ET gz SONT DES XOMBBES Vecls, 

Y = 4jk3 — — g^ = My — ( y — 

CXXX, 

Cas ou eij sont reels; ei > ^2 > 63 . 

Gf (GXXIIJ), (GXXIV), (GXXIXi_ 2 ') en supposant = sj, 63 = S 2 , ^ 3 = £ 3 , 
^2 = Y2, = T3> 

Fig. A. 

Plan cles y 


] ->o j j -I-, <9 

c>,+ [oiaT^ » ~»<3 (^,+ 25 \ o,- ^ 



Plan des u. 

C0i4-<j>3 

P/a/i y. 


('^x) 

[<^ 2 ] 

tD, + Xcii, 

image de(rj) 

[< 7 ] 

(="2> 

[;^] 

/' image de(7»^) \ 

[±o6] 


[f j] ~oo 

q\ e>3 rz 



CDi— 5-ni3 

\ imagede(rj() / 


[<j’i 


P\ 


-< 03 . 

[®^] 

i 

S COi-0^3 

imagedet7»a) 


Dans Ic plan d<‘.s y^ les valours cntrc croohcls correspondent au plan 
cics dans le plan des it. dies correspondent au plan dcs jk- 

p /ifoi— <?3); q - C 3 — k{ei — ez). 


dv 

r''* dY 

1 

1 

IS 

1» 

V*^* dy 'f 


1 J /V 1 

J.. lA 

1 ‘ ’ 

1 

l\/Y| 

OU 0)1, 0)3 sont 

foriKK'is au 

inoyen do 

<?ij <38 commc 

dans Ic 


(Gxxni), (cxxiv). 
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CALCUL INTfiGRAL. 


CXXXI. 


Cas ou Bi est reel; ^ — > o. 

Gf (CXXV), (GXXVI), (CXXIXs-i), en supposant ej = Si, ej = £2, 63 = £3, 
gi — TTa. g% = Y3. = -A, . - . 

Fig. B. 



Plan des u. Plan des y. 



Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plan 
des u] dans le plan des u elles correspondent au plan des y. 
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CXXXl (suite). 


771 = 62 - 4 - — — - kk\ 




co^ H- tOi 

I ^ 


L^n\ i ’ 4 i/Yi j„i^/Y| 

y*®' dy dv 


« 3 ) 


oil (i)j, i>j3 scat formas au moyen de ei, ej, ej comiae dans les formules 
(CXXV), (CXXVI). 

GXXXIL 

Substitutions lineaires. 

(«;• 

Z = An' + 4B;:®-i-6C5®4-4D5-HE=A(5 — '-x)( - — — •iv)(“ — "p)j 

Y = — giy — Sii = Uy — ea)iy — ea) (y — e-f), 

5-2 = AE -H 3 Qs — 4BD, gi = ACE -+- aBCD — AD^ — EB* — C-f, 


|Zp 


'^P ^ 1 rail 

^ — *Zp 


1 rjf 

4 






y — fia — T (-^p '^p.) (-^p ~ -^v) ' 


/Y 


( 2 ). 

— 4 ,/7 _ 4 






(3) Ajz^o. 

(^1 — 'JJ3)('^2 — '®4)j 3V1 = (^i — ;;2) ('^3 — ^h)i N = (3| — ^0(^2 — -^s)? = 

A* A 3 

“ — (L2 -f. M** -H N2), ^>3 = — (Lh-M}(Lh-N)(M — N;; 

== ^ 4- [(-^p 4--S^) (-jx-h^v) — -h -Spi^v)!, 


e^-^Cy^SS (^Z\ ■Sp)(^(X -Sy), 


Qy Ca = " (vp.- 


A 

4 


E?p) (- 3 y — Zl)j 


Ca ep 5= — (^V -^p) ('SX -Sj;,), 


T. et M. - XV. 


10 
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CXXXII (suite). 

(4) A = o. 

Z = az^ -f- 3^5* -T-ics ■+■ d = a(y_z — z^) (z — Zs)) (^z — -Zp)) 
gi=j {b^ — ac). <rs = ^ (3abc — a^d — ‘ib3), 

«a=^2p, ep=— Zv, ey_^Zp„ 

ep — Cy = I («v — ■S(i)i — ea = ^ (■Sp, — -Sp)) Ca — ^ (-^p — -®v)- 

GXXXIIL 

Cas oil Z est da troisieme degre et admet trois racines rielles 

])> -S2 ]!> ^3- 

a , . a . . 

a > o; 62 — ea == j(.S2 — ^3), = j (-Si — ^3), 

dz^ dz 0 )} __ dz _ ^ 

oil toi, 0)3 sont formes au moyen de 61, 62, 63 comme dans les formules 
(GXXIII), (GXXIV). 

CXXXIV. 


Z == 4-5(1 — ^) (i — /12), 


36 i = an — I, 

3^2 == 2 — n, 363 

if 

1 

i-f 

I 

II 


0)3 

I /n — I \ 


M | 7 fl'"’ 7 "| 

n 

/nl ( « ) 

1 


I / 1 \ 

i w~ 

i i/zr“‘"i 

iv/;ir(«y’ 


r 




TABLEAU BBS FORUULES. 


CXXXIV (suite). 

i>«'>o; 3ei=2 — n, 3e2 = 2« — i, 3 ej = — i — n, = n, 


'/"* dz _ y*" dz W3 

X«i\/Z| i \s/l\~ i 


*' =3 r dz 

\^\ Jr Iv/Zl 


= 0)1 =x(7i); 


n<o; 3 ei = i — in, 3e2 = i-i-n, 3e3 = 7i — 2, = 


« 1 /z I I /Z I 


0)3 1 / n 

i I /i — n\ — I 


= - 7 =^i^(— )• 
/i — n\ — '*■/ 


Z = 4 H- -s) (i — /i-s), 

ia>o; 3^i=n-4-2, 3^2 = /i — i, 3^3= — 2/i — i, A*2 : 



dz 


I 

■ TC 1 

{ ' 'l 

i/zrJ 

dz ' 

[ l/z| 

f" dz 

i 

= = 

1 /n -H I 1 

1 

X 1 

W-+-«/ 

{ ” ') 

Iv/Z "J 

\ l/z 


1 /ra -h I 1 


^n+i/ 


o>7i> — i; 3ei = i — 3e2==i-Haw, 3^3 =— 2 — /i, A:® = n-n, 

1 

7*" dz <*>3 

L ivn = I 


✓2| J, 


= 0)1= x(i •+• Afc) ; 
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CXXXIV (sgite). 

nc — i; 3ei = i — n, 3e2 = — a— «, Sea = i-han, = —^ 
'r~^ ds __ r® djs _ _ I / l\ 

i.. Iv^l i l^/z| ^ 


■rn 'f°° dz _ I /i-+-n\ 

i., iTrr^ \n )■ 

cxxxv. 

Z = (i-+-- 52 )(i — 

/i>o; 3 ei == -h - 2 , 3e%:=Ji^ — f, Ses = — a/i® — i, = 


dz _ W 3 I 

_ i s/Z 1 i 1 \/i-hh^ 


K', r"r^ = a>i = .-— _ = i= — K; 

Ji I /Z 1 I V^H- /i» 


Z = (1 — 5S)(I — /i* 52 ). 

3 ei = 2 — A*, 862 = 2/4® — i, 863 = — i — A®, A® = A®, 


’/’* y-" dz „ '/•' 

i ' J, 


__ \if 

l\^r ^ ~ ’ 


A>-i; 36 i = 2A® — I, 362 = 2 — 863 = — I — A®, — r —. 


•rh dz '/•“ dz I ^ y*‘ ds 

J. i</ii-j, • i i/z 


^ _ i pr,. 

./z 1 C ^ 


Z == (i -h -s2) (i 

i>A>o; 3 ei = H“A2, = 3^3 = A^ — a, /c*=:i— 


r* 


= toj = K; 


A>i; 3 ei = i-hA2, 3^2 = A^ — 2, 3^3 = 1 — 2 A®, 




/ iv/zr“‘“A • 


Dans tons les cas, on suppose K = x(A2), K' = x(i — /c^)* 
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CXXXVL 

Cas Oil Z est du troisieme degre et admet une sevile racine reelle z^. 

Zi -S3 


' o; 


a > o. 


a . . a . . 

<?2 = -Sl — - ^ 3 ) ; ^2 ^3 = Y ' 

(Z V , z^ — z^ 

e% — «3 = 7- — -Sa); A:-—- j-- 

4 -Si — ^3 


M = -32 -H I s/ Z 2 — -sT sZ-^S “ ^3 1 • 



oCx coi, t03 sont formes au moyen de ei, ^2, cotnme dans les formules 
(GXXV), (GXXVI). 


Fig. C. 

Plan des u. Plan des z. 



Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent an plan des u ; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 
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CXXXVII. 

Cas oti Z est du quatrihme degre et admet quatre racines rielles 

-Sl > -^2 > ^3 > 

IN 

A]>'0 5 < 5 j[ — 53 =-|-AL, 6 i — 63 = ^ AM, 63 63 = AN, 

dz dz _ 0)3 y*' dz _ •f" dz ' _d^ _ 

M 

A<o; Cj — ei = iAL, e^ — ci = |^AN, e% — ej = -iAM, A*=: 

'/•*’ dz dz _ ' dz _ 'r°° dz 'r®'* cte _ C03 

i. Rz 1“4 1. iv^r*A. |^/z^J_Jv/z| »■ 

Dans ces formules et les suWantes (GXXVIII), o)i, 0)3 sent formes au 
moyen de ^2? comme dans les formules (GXXIII), (GXXIV). 



CXXXVIII. 

Cas oH Z admet deux paires de racines imaginaires conjuguees. 

— > o, > o, ■+■ -52 = ^3 ^4 ; A>o. 

z z 

at — 63 = 4 AL, ex — ^2 = 7 ^2 — es = 4 > /c^ = • 

4 4 4 ^ 


(I). 

Fig. D. 

Plan des u. Plan de$ z. 



Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan dcs u ; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 

«i«s — I v/(ai — Zt)(,zi — z^) \/{Zi — Zi) (Zi — Zi)\ 

* — — — — ' - ' ■ ■ . .. ■■.I. y 

Zx -+• Z^ — Zt^, 

Q = -53^^ — ( ^(Zi Zn) (Zj — ^4 ) y /(^2 >5ft>) (-^2 — ^s) ( ^ 

-H ^2 — Zi^ 




TABLEAU DES FORMULES. 


CXXXVIII (suite). 

(i) [szlife]. 


1 lAi 



r' dz 

r* dz 

iOjj 

X lv/z| '■ . 

/-Jv/zi 


'(^'dz '(^‘dz 'r'dz 'r'dz 

4 i/z"*"” 1 v/z““'’ X X 

Pour la determination de ^2. dans ces inlegrales, voir n' 604. 


Z = «‘-4-a/'*(i — acos^6)j:®-i-r*:= (z^ +- 2 rz cos6-i-7'®)(5® — aracosd-i-rS), 

r>o, o < 6 < ^ • 

'r^= r^ = ia>.= -Lx(cos=>e), “^ = ix(sin<>0). 

4 |v/z| ^ l/zl « t ^ ' 

(3). 

Fig. E 


Plan des it 


Plan des z, 

1 


— ]a),+^u>3 


— 


Q 38.^eo ir,0 [t*>T-^C03] [C0.,‘t>|(lL>3j -,0 Q^O O 

-rO +,0 


Dans Ic plan des^ les valeurs entre crochets correspondent au plan des w; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 

Dans le plan des s, on a omis, pour ne pas charger la figure, d’^crire 
P = (zi-^ z^) = -H ^v)» ^ rintersection dc Taxe des quantit^s r^ellcs 
el de la coupure. 



r=> dz 

dz 

= ^Oi ; 

‘4. l»/z 

i J.. \A\ 


r' dz 

'r** ds 

— Wa; 

1. 1*^1 

~X v^zl 



i 52 


CiLLGUL INTEGRAL. 


CXXXIX. 


Cas ou Z admet deux racines resiles et deux racines 

— ^3 


imaginaires conjuguees; 


>o. 


0 = 


_£LI . q JL 7'^ • 


24 


^2 = [('^1 (“^I H- -^3 2^2) -^3 254)] ; 

24 

1 “* 

Dans les formules suivantes toi, (O3 sont formes au moyen de e^j C3, 
comme dans les formules (GXXV), (GXXVI). 


A>o; 

8>i; 


o<i; 


Z^ — ~ Zl O 

M = 

I — 0 


: 


^2 -r- ^4 o 

"n— ’ 


l-H 0 


dz 


Iv/Z| 

4 

dz _ 

V’** 

lv/z| . 

1 m~ 


/■** 

1 v/z 1 

4. l/z| 

dz 


\m 

4 lv/z|~ 

dz 

dz 

l\/Z| 

L 

dz 


1 V^z 1 

L i/zi 


(O3 -}-• tOj 


^>3 — COi 

2 t ^ 

0)3 — h* CO^ 

1 

2 


C «)3 — Ci>i 
2 4 ' 


CO3 -f- (Oj 


A< o; 

8 > i: 


M = 


I -h 0 




J4 0 


I — ( 
u>3 - 4 “ tox 


T-i^ = T J±- - 
1. Iv/z| J„ kz| 

T‘* _ T'*'" dz -r"' dz 

j,\^\ J., \m L.\</a~ 


0)3 — • a»i 
24 ^ 
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CXXXIX (suite). 


0 < I : 


dz 

sji 

dz 


h 

/jt 

Iw. 


r ' dz _ 033 0>i 

=r 

~J.. 


dz 0U3 — toi ^ 

17^1 ~ ' 

dz 103 -I- (Oj 


CD3 — COi 


CXL. 


Substitutions quadratiques dans le cas oH Z est du ti'oisieme degre 
et n^admet qu^une seule racine reelle, Zi, 

Z = «(3 — — =3); 

Cp (5) = “+“ -2 (-^^1 *+■ -3) — < 51^3 = {z Cl) (-3 — Cs)? 

(- — — -3) dz dx 

X = 3 -T- = " V. -—.zj.,'.: : 3 

^ — -2 /Z yaxix — orx)(^x — x^) 

\/ax{x-— T i ) Ci)(- — Ca) 

v/Z 

{x Xx) (x— xz) = (ar-+- 

~ ^ Cl = 2 Cs Zi Zz 5 

Cl > ^2 > Cs, Xi>0 > Xb; 


z 

— 00 Ca ■^2 Cl H- CO 

X 

“ — CO Tb rp CO .‘271 -4-00 

Sgn <p( 5 ). . . 

— - 4 -* 


dz d^ 

\\/Z\ "^Ix/ax^x — xi)(x — Xb)\ 


oil il faut prendre le signc sup^rieur ou le signc inferieur suivant que^ est 
dans Tintervalle Cs - • -Ci o\i hors de cct intervalle. 
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CXLI. 

Substitutions quadratiques dans le cas oil Z est du quatrieme degre 
et admet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires 
conjuguees. 

Z = A(^ — — '^2) — xja) {z — 54) : ^1, zz imaginaires conjuguees. 

Ai = A(: 3 i — 

tp(^) =z= (z% -f- Z^ Zx ^3) Z^ -+- 2 (- 3 i Z^ ZZ‘Si^') Z -+- (‘SiH- -S3) Z2 S4. — (^2*4-- •S4)-3i Z^. 

^_ (^ — Z2)(z--Z^) dz _ ^ 

yj% \/K\X(^X Xx)(^X ^3) 

\/ Kix{x — xC) — 373) _ Cpf -5) 

v/Z -Ss)®* 

( 0 * 

>'S2-H S4, 

tp(^) = (^2 4-^4 Zx -33) (-3 ^1) (-3 ^3), 

{X — X0{X — Xz^i^Zx— z^Y 

= (^1 — Zz)'^X^-)r a.[2(Si-S3 4- S 2 S 4 ) (Sj-l- Z^) ( Z2‘-\~‘ Zj^)^ X -+- (^2 

^ ^ — “^2 — Zj^ _ _ — 32 -S4 

-T^ -“i; > 








TABLEAU DES FORHCLES. 


CXLI (suite). 


(2) [suitel. 


-Ss-5i<-lS3) a7i=I, 373 = 


■^2 -^4 -^1 ^Sf ^3 — ^ J ' — ' 


(-S2— 

(iJl — 33)2^ 

(SSS — ^4^ , 
(■Si — ^s)*’ 


CXLII. 


__dz__ ^ ^ 

Jd l/l .3^1 .A I v/5* 

T* ^S _ ‘ < 

o/fl I /i -1- I J\ \y/i. 


1 , 3 1 1 029 


0,927088. 


CXLIII. 


(^) = R(z) ^ -V- ^ a]^\ 


^2= 3a| -— 4aia3 4-ao»45 

^3 = 2<2ia2 as 4- <350 052 a4 — oc^a? — <3^1 — a^a\ ; 


p p - — 05 o <22 ^ p'y— — SaoaiaaH- gg as . 

I I rv . V V/ . \T 


0?^ I 


[2p a — ao-s® — aai^ — as] ; 


(5) -7 R''(^) = ao^^-H aaiz -4- as = paH-p(a-ht^). 

24 

Dans ces formules la determination de yja^ est fix^e arbitrairement. 
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CXLIV. 




= c H- w; 


m-’-i 


— Z(^9) 
^0 )/ao 




<j'(m -t- p)_ 


(3) a, r -4- .i ai f —c''—a2U — ?(m-i-p) — ^w, 

J s/R{z) J 

, , . r z^dz „ r z^dz . r zdz „ 1 /T^. r 

( 4 ) «0 / -z==-i-3ai / + 3 aa / - 7 == = c — aiU-\-i\/».{z)-, 

r dr 

J v/^)’ 

«o('’ "t- a)JrH- 3 -H 2(ar H- 3 ) dl J J _f.2 H~ 6(7' -f“ l) r-^l 
H- 2(2 r-f- 1)^3 

1 js = i ; Ri(a?) = at^x^ -f- -+- ^a^x^ -f- 

( 6 ) v'Rr(F) = a. 2 v/R^: 

I ^ x^dx 

[ J J t/RiCa?; 

Dans ces formules, r est un nombre quelconque; c, c\ c", c"' d^signent 
des constantes arbitraires. 

CXLV. 


^gg _ gg ^gg _ I 

^^2 I2gi— ^ 2 ’ lae* — ^ 2 ' 


(« = i,a,3); 


:= (2- A-»)(i-a/c^)(i + 4:=‘) _ ^ £3 , wj ,,, 

^ <)J'2 ia/c*A-'2(ei-e3)^ “ 16 g es)>t A , 

2AU-'s(ei-e3)5 “ 8 g gs)* * , 

i ^ 2 ^2“*’ 64g ^ =^|n)a— 

I , 

( ^ ~ OiTsWa— 6^2’lg, 64g ^ = ^’iwg — I Sag's'll a. 
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CXLV (suite). 


dK L K 4 - ^ 

djc 2 z a*/.(i — z) 

( 4 ) ; ^=_i-K+ — E, 

^ ' dx 2 X ‘5 V 


E, 


dx 

dE' 


T 


•2(1 — X) 
1 


2 X ' ^;?x 2(1 — X ) 

dZ'(o) _ [27q) ~x]s 


K'- 


K'- 


2 X(l — X) 
I 


E^ 


2(1 — x) 


E', 


dx 2 2 X(l — x) 

Dans les formules (4-5),K designe la fonction x(x) de la variable x. 


d^-K 


dK 


d^K^ 


dK' 


>c(x-.)~ + (2X-l)^4-iK = 0. x(v.-0-;^4-(2V._i):^ + ‘K' 


dx 


, ,d^E . , ,rfsE' ^/E' 


< 6 ) 


(7)1 


dx 


.-IL 

^ " i 6 (j’ 


^X 2 

PE' 

dx^ 


dx ' * 
■ 5 x 


B = 2 "'i 


dx 

dj ^ 




A = 2 '^u)a 5 '\ 

R 12 


24 i /3 ^ ’ 




U4yC/->)^ +^^ 40 ( 7 / — 4) — A = o; 

144/ (y - ') p + '^4 (7y - 4 ) ^. + A = 0, 
B 5 / — 2 de T 

^, + -ttb = o, 


^y* 


6 dj 144 
do 


d^c, 

i44y(y — 0 ^ + 24(i9y - 10 ) 


dj 


169 c = 0. 


CXLVI. 

,6(,’ i^. » ^30"+ \ gl KO"-[^f, 4 - ,V^ 3 “=] 4 'sO', 

Offi 

165 ^ = s- 5 'ao"’— 2 ^sW«"-t -[8 s^'alo'. 

( 3^ ~ — ” “I" I'^’s 4 ^a.ls'3'^a) 
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CXLVI (suite). 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


( 7 ) 


( 8 ) 


( 9 ) 


64g ^ =_^|Kp-4-^|?-f-i8ig'3?p-i-9P'^s — 

640’.^= i8^3«p — i8^s? — i2^a?p — 6 ^sP'-+-^1m; 

Ogz 

64g ^ ==(g'|K-i8^3?)p'-<-6^*g'sH-2^1p — 36^3P*, 

64 g =:(I 2 ^S?— i 8 ^ 3 w)p'-+- 245 'sP® — 36^3P — 4<ri; 

^gz 

3 a g ^ ^ - 9 ^3 ?] - [i <rl - 9 3 ( ea + P)] loot. 

Sag ^ = [— 9^3 K H- 6#-3 ?] IJ„ -+- [95-3 - 6 ^s(e«H- p)] ?oa; 

1 ^g‘z 

Sag ^ = [i^-l a - 9^3?] l'«o ^ li - g^-oCca -+- P)] lao, 
og^ 

3 a g $25« = [— 95-3 It -H 6 ^ 3 ?] + [- 9 t ?3 + 6^2 (e« p)] lao ; 

32^ — 9^3?] l'pT-’-9^3(er ®P)IPY» 

^g 2 

32 Q = [— 9^3 It -+- 6^s ^ J -H e^faC^p — «y) Ipv ! 
a^(,_,) = |■„Z'(K)- 1^] sn'tt, 

2 X(I — x) = [mZ'(K)- cn'it, 

ax(._x)^-i^= [«Z'(K)-5^]dn'«; 

-= 1 ficZ'(K) Z'(u')—7<.cn^uZ(u)-^}isnucnudnu]- 

ax(i — *- 


<?K 



TABLEAU DES FORMULES. 


NOTE. 


Determination de la fonction inverse de pu au moyen 
des formules GXXVIII et GXXIX. 


Reprenons toutesles notations et conventions du Tableau (GXXVIII), sauf 
celles qui concernent la determination de \/i — 4 log(^o-l- i y/V-- zl)j 

que, dans cette Note, nous fiverons comme il suit : 

Dans le plan de la variable -Cq, du point o comme centre, avec un rayon 

egal a decrivons un cercle, et pratiquons a Tintdrieur de ce cercle 

I po I 

deux coupures allant respectivement des points -hi, — i aux points 

j 9 — J - * Dans I’aire inldrieure au cercle modifide par ces coupures, 

1 po I I po I 

regardons la fonction y / 1 — comme ayant sa partie rdelle positive, et 

la fonction ilog(.Co-H i \/ 1 — comme ayant sa partie r^elle comprise 

entre — tz et tc, Les valours respectives de ces functions, sur les bords 
des coupures, sont donndes par le Tableau suivant, ou les radicaux et les 
logarithmes sont reels et positifs : 


Bord superieur. . 
Bord inf^rieur.. . 


Bord sup6rieur. 
Bord inf6rieui\. 


Coupure de gauche. 

-t- i\/zl — I, It — jlog(— -1- Ao — 0> 
— i — I , Tt -(- j log( — Zt, -+- \fz\ — i). 


Coupure de droite. 


-H i ^z% — I , 


— tlog(ao-i- V'-'u — 0. 

•+• 41og(^(, ■+■ \Jz\ — \). 


Pour ^0 r6el, compris entre — i et -I- i, la fonction |■Iog(^;o-+-^^/I — 
coincide avec la fonction arc cos^ ddfinie commo ^lant comprise entre o 
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i6o 

et Dans I’aire du cercle, modifiee par les coupures, cette fonction est 
holomorphe, ainsi que la fonction 

s/ i 

et que la fonction 

a — — 2 s/i — Sq ^ 

ip V^si — p/^ 1 — £3(1 

puisque So est une serie entiere en convergente dans le cercle et sur 
sa circonference^ Nous designerons par F('^o) le second mexnbre de cette 

formnte, ou il est bien entendu que \/i — et 4 log(^o‘4- — ^ 0 ) 
le sens qui vient d’etre precise. Si I’on regardc alors comme la fonction 
de p qui a 616 specifiee dans le Tableau (GXXVIII), u = F(^o) devient unc 
fonction de p que nous designerons par d'py, en posant p =jk; cette fonc- 
tion est parfaitement determinee pourvu que la partie reelle de llo ne soit 
pas nuHe, et Ton a identiquement p(npy) =JK- 

Les trois equations concordantes 

^o = roT:Pal’ “ = F(-"o) 

etablissent une correspondance entre les trois variables Zq, y(ou p), Zqj 
correspondance qu’il est aise d’approfondir dans les quatre cas du Ta- 
bleau (GXXIX) (y 2 ) T 3 I'eels). Dans le premier de ces cas, la fonction iipj/ 
coincide avec la fonction argp,/ definie au n® 591 ; il aurait etc facile d’c- 
tablir la coincidence entre les fonctions apjK et argpjK (n” 594) dans le 
troisieme cas. 

Quoi qu’il en soit, dans les quatre cas du Tableau (GXXIX), par les for- 
mules precedentes, au cercle et aux coupures du plan dcs Zq correspondent, 
dans le plan des un systeme de coupures rectilignes ou circulaircs qui 
passent par les points S 2 , £3 et, dans le plan des w, le contour d’un rec- 
tangle egal en surface a la moitid d’un parallologramme dcs [loriodes et 
syinetrique tan tot par rapport a I’axe des quantitds rcellcs, tantOt jiar rapport 
a Taxe des quantites purement imaginaircs. Sur le contour dc cc rectangle 
se trouve le point o qui correspond au point i dii plan des^o et au point 00 
du plan desy. Aux points intcricurs dc cc rectangle correspondent <l’unc 
fapon univoquc les points du plan des jk non situcs sur les coupures et les 
points du plan des qui sont intcricurs au cercle sans 6 trc situcs sur les 
coupures. Quand le plan ^ comportc des coupures circulaircs, dies sont 
situees sur le cercle de centre qui passe par les points si, S 3 . 

Les figures sch 6 matiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre 
cas, cette correspondance. Pour plus de clartc on a s<3parfi les bords dcs 
coupures ct Ton a entoure les points critiques d’arcs dc cercle iufiniment 
petits que Ton regardera comme continuant les bords dcs cou[)urcs. Dans 
le plan des Zq, au cercle iiifininaent petit ddcrit du point r comme cciiirc, 
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correspondent appro>vimativement dans le plan des u un demi-cercle infi- 
niment petit decrit du point o comme centre, et, dans le plan des un 
cercle de rayon infiniment grand, que Ton regardera comme embrassant 
tout le plan et dont on n^a figure que Tamorce, vers -h oo, ou — oo, suivant 
les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des 
aires simplement connexes qui se correspondent point par point et ou les 
fonctions F(^o), apy, pu sont respectivement holomorphes. Une fleche 
indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, 
±: 00, o, suivant qu’il se meut dans le plan des -cto, des^, ou des u, pour 
suivre dans le sens direct le contour qui limite I’aire consideree sans ja- 
mais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se coi'- 
respondent. On n'aura des lors aucune peine a distinguer la correspon- 
dance entre les bords superieurs et inferieurs, exterieurs ou interieurs, 
des diverses coupures des plans des ou des y et des diverses portions 
du contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du 
plan des Sq, on a employe, pour designer les points remarquables de la 
figure relative a cc plan, les memes lettres, placees entre parentheses, que 
pour le plan correspondant du plan desy; on a repete ces memes lettres 
placees entre crochets, a cute des points correspondants du plan des u. 


T. et M 


IV 


II 
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(0 


g>o; Si>oSsa>£s; Y"- > «> T 3 = o- 

[FojVCXXIII et CXXVIll, cas I.] 


Plan des u. 



f est de sigae contraire aux coefficients de I dans y CL dans Zq. A dciix 
points j/ dont les affixes sonl conjuguees correspondent deux points -So, 
ou deux points u, symetriques par rapport aux axes des quantiles reelles. 
Au cercle du plan des y deceit de £i comnae centre avee un rayon X:'(£j[ — e^), 
cercle par rapport auquel les deux points S2 ct £3 sont symetriques (n'' 

correspondent dans le plan des z, le diametre qui va du point f: au 


point et, dans le plan des w, le segment qui va do — {- k 


(Oi 


CO3, 


Au segment indefini du plan des j quiva de st a H-oo correspondent, dans 
Je plan des z, le segment qui va de (si) a h- i, et, dans le plan des Ic 
segment qui va de 0 a coi. 
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()><=>' *1 > *2 = o > S3 : 72 > o, Y2 = o* 

[Voir CXXIV et CXXVIII, cas V.] 

Plan des Plan des y. 


01 

11 

( ^ > 

= 

I . 


Plan des u. 




0 


Oj, 

"[Si] ^ 




L^] 

N, 


-OJ3 

-a>3 


— ~ tiijj t . 

» — X < ^ ^ l, 

0 < < 1. 




t a Ic signc du coefficient de i dans j^et le signe contraire au coefficient 
<lc t dans zq, A deux points y dont Ics affixes sont conjugates corres- 
pondcnt deux points Zq d’affixes conjuguees et deux points u symetriques 
par rapport a I’axc des quantiles purement imaginaires. Au cerclc du plan 
desjK dccrit do S;, comme centre et par rapport auquel les deux points si, 
S2 sont symetriques, correspond, dans le plan des Zq, le diametre qui va 

du point ~ au point — ? et, dans le plan des w, le segment qui va de 

— coi — a ojj — • Au segment indefini du plan des y qui va de — 00 


a S3 correspond, dans le plan des Zq, le segment qui va de £ & (sa)? et, daUvS 
le plan des Ic segment qui va de o a — 023. 
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(3) ff<o; Y3 = o- 

[Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV. 1 


Plan des Plan des y. 



i 

[/w3 [m'] 

!■((», -OigJ cu, ^U»3+3 (u,J 


= ( (Oj -h ^ -h ^ ( ti)3 — <^i) c'; o < ^ < I , — I - ' I . 

t' est de signe contraire aux coefficients dc c dans y ct dans ^o. A <Iou\ 
points dont les affixes sont conjuguces con’espondcnl deux points 
ou deux points u symetriques par rapport aux axes des quantiles recllevS. 
A deux points de m^me affixe, inais situds series deux Lords d’lino cou- 
pure circulaire allant de m' a ei ou a £3, correspondent deux points sy- 
metriques par rapport k Taxe des quantites purement iinaginaircs ct deux 
points u symdtriques par rapport a toi ou a 0)3. A la panic non /igurd<^ du 
cercle du plan des de centre S2, qui va dc si k £3, correspond, dans Ic 

plan des zq, le diam^tre qui va dc (&i) k (S3), et, dans Ic plan des a, Ic 
segment qui va de coj[ a 0)3. Au segment indefini du plan desj^^ qui va dc 
£2 a -Hoo, correspond, dans le plan des le segment qui va dc k i, 
et, dans le plan des u, le segment qui va de cui -h CO3 k o. 
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( 4 ) 


t/<o: Y3 = o. 

[ Voir CXXVl et CXXVIII, cas IV 1 


Pla/i des 


Plan des y. 


' (£3) N 


("’7)r=C t'yzz^m.) C-- 

\ ^£ 3 ) (n ! 




= i tang ‘ 
( m.) = cot ~j 


' 

rn ~ e,-i- -~ 


2 1 sin 0 


(m-^) = — cot - 5 
k 


(Sj) = — i cot (S3) ^ icot X, = — r. 


Plan des u* 


— i-(ou i-t-c»)a) ^ 


I [771] 


[/TtJ 




|[7nj 

ICwrawa) Wr'cuj 


Id ^ - ( Wj -I- 0)3 ) ^ t- ( Wj — — I < i ^ I, O < < I. 


t csl clc meme signc que le coefficient clc i dans et dc signe contraire 
au coefficient dc i dans ^o- A deux points y, d’affixes conjugiK^cs, corres- 
pondent deux points syin^lriques par rapport a Taxc des quantiles 
rdellcs ct deux points u symetnques par rapport a Tune des quantit6s pu- 
rement imaginaires. A deux points ^<lc nidine aflixc, mais situes sur les 
herds opposes do la coupurc circulairc allant de m a sj on h £3, coxtcs- 
pondent deux points symetriques par rapport a Paxe des quautites pu- 
rement imaginaires ct deux points rd symetriques par rapport ii coj ou 
a -- C03. A la partie non figuree du cercle decrit de £2 comme centre dans 
Ic plan des allant dc si a e;j, correspond, dans Ic plan des jsq, le diametre 
qui va dc (si) a (£3), et, dans le plan des w, le segment qui va de toj 
k — o>3. Au segment ind^fini du plan des y qui va de — oc a £2 corres- 
pond, dans lo plan des jsq, Ic segment qui va dc i & (£2), et, dans le plan 
des a, Ic segment ((ui va dc o a coi — 0)3. 
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Le lecteur trouvera dans le teN.te, au Ghapitre IX, tout ce qu"il faut pour 
etablir ces divers resultats qu’on a cru pouvoir ici se contenter d’enoncer. 
II observera aussi que, dans les quatre cas, la fonction / 
assujettie a ^tre positive pour un point d’affixe tres grande ct supposee. 
s*il y a une telle coupure, sur le bord superieur de la coupure recti- 
ligne qui va vers -i- oo^ est holomorphe dans le plan des y limite par les 
coupures indiquees. Dans ces conditions on a, en deux points correspon- 
dants, 

p'm = — 'J — giY — 

et, en supposant que le chemin d’integration ne traverse aucune coupure, 

r^' dy 

“Pn — “Pro= / Ti-~— 

-'r. — V4 — g%y - gs 



PREMIERES APPLICATIONS 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE 1. 

PREMIERES APPLICATIONS A LA G^OMfiXRIE 
ET A LA MEGANIQUE. 


§ I. — liOngueur d^un arc d’ellipse* 

647. Soient a b les demi-axes de Tellipse; supposons a > 6. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de Tellipse, Tune des 
exLr^mit^s de son petit axe et nous orienterons Fellipse a partlr 
do celte extr^mile dans uii sens ddtermin^ arbitrairement choisi. 
Si Ton met les Equations de I'ellipse sous la forme 

cr = « sn y b cn u, 

cn se r<5scrvanl de choisir convenablement le module A*, et si Ton 
fait varier le param6Lre u de o h K, on obtient la longueur I du 
quart dc FcUipsc. Soit 4? la longueur de Tare de I’ellipse corres- 
pondant k une valeur de u comprise entre o et K; si Ton d^signe 
par ds la difiP^renlielle de cet arc, les formulcs (LXVIII), (LXIX) 
donnent la relation 

ds^ = (a®cn^ -V- w) d ^ ^ i — A sn^ 

que Ton peul dcrire, en prenant pour le module k Vexcentricitd 
de Fellipse, 

ds"^ =s a® dn® m(i — A® sn® a) du^ = a® dn^ w du- , 

T. el M. — IV. 


12 
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on a done 
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— af dn^udUf I =i a C dn^ 

d 0 *'^0 


du. 


La valeur de la derni^re integrale se lit immediatement snrla for- 
raule (Gils); on a done 


= E. 


La valeur de s resulte, dans tous les cas, de la formiile (GXV,), 
d’apres laquelle 


I dn^ icdu:=z I (i — sn^ li) du = ii — ^ 

d n n 




e'u '] . 
eiij ' 


on en deduit immediatement, en tenant compte de la formulc 
(LXXIXO, la relation 




que I’on peut aussi ^crire (GIL, 5) 


s 

a 


E(r£ j. 


G’est ce probleme de la rectification d’un arc d ’ellipse qui a servi 
de point de ddpart aux recherches de Legendre sur Ics fonctions 
elliptiques; le nom meine de fonctions elliptiques, d’abord cm- 
ployd pour designer les integrales elliptiques, en lire son originc. 


648. Pour effectuer un calcul numerique determine on prendra 


ei = 


3^2 ' 


^2 ^2 

3a2 ’ 


e% = 




de fagon que soit bien egal a — ; on aura alors 

(LXXL,CIL), 


K = o>i, Z^(o) = 


I -f- A2 


tOi 


12 

K’ 


et I’expression de $ pourra ^tre inise sous la forme (Glly 

(LXXVIII4), 


£ = » + Hh) 

a \ 3a2 lOi/ 



), 
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qui convient au calcuL On fera usage des Tableaux (CXXIII) ou 
(GXXIV), suivant que est plus grand ou plus petit qiie 2&-. 
Pour petit, on a, en negligeant A***, 


s 

a 


II — ^ u — i 


sm 2 K 


§ II. — Longueur d’un arc de lemniscate. 


649 . L’^quation de la lemniscate rapport^e a son point double 
comme p 61 e et a son axe comme axe polaire est, coznme on sait, 

/’2 = cos 2 0 ; 

on en d^duit immediatement pour la longueur ds de Parc elemen- 
taire de cette courbe, la relation 

ds-^ = dO^- = a’- = -- , 

en posant 

r = a cos^l^, v/2 sinO = sin 4^. 

Convenons de prendre tons les radicaux avec leur determination 
arilhmetiquc; convenons aussi de prendre s = o et tp = o pour 
8 = 0; on a alors pour la longueur I du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d’un arc quelconque de la lemniscate plus 
petit que comptd k partir de Pextr^mit6 de son axe, les formules 

/=iL 'P ■ <1 = — 

s/‘i \/ 1 — isin*!!;’ /a -4 /» — I sin® if’ 

on a, dcm6mc, pour la longueur I — s d’un arc quelconque plus 
petit que I et comptd k partir du point double, les formules 


T 

oil Pon a pos<§ 


dr 
sj 


J ^ /4p* — 4p" 


2 ! 

/.2 


COS* 4* COS2O 

De ces formules on d^dult, pour 




ei = T, ejj = o, <53 = — -I, ^2 = 4 ? 


^3 = 0, 
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les relations 

'5' = am /as), sinii* = sn /a s) , r = cti^^/ 2 s), p=p^i-^). 


650. Soil 


§ 111. — Aire de I’ellipsolde. 


j_ 1 _ 


—2 


= I, 


a > 5 > c > o, 


Pequation de I’ellipsoide rapportee a ses axes. Groupons les points 
de la surface ou la normale fait tin mime angle avec I’axe des z ; 
a cet eflFel, posons 

(§)'= 

on voit immediatement que tous les points envisages se projettenl 
orthogonalement, sur le plan des suivant une ellipse de demi- 
axes, 



L’aire intdrieure a cette ellipse est egale a 

ica^ A, 

ou I’on a posd, pour abrdger, 



done I’aire de I’anneau elliptique compris entire les deux ellipses 
qui correspondent ^ et a p - j - esL dgale a 

, dA. , 

'izab dif; 

I’aire de la partie de la surface du demi-ellipsoide qui se projeLLo 
orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par 
suite, dgale k 

'Tzabv dv : 
dv ^ 
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done enfin I’aire S du demi- ellipsoid e est egale a 


S 




6d 1. Pour effectuer Pintegration, posons 

^ = ?xo(2^); 

alors a la limite (^ = co correspond la valeur = o ; nous speci- 
fierons tout a Fheiire la valeur qui correspond a la limite d’in- 
tegration p = i . Si nous choisissons ex, de fagon que Fon ait 


on devra prendre [a = i , v = a, A = 3 pour avoir > ^3. 

Dans ces conditions, on aura 





02 


9.02 



02 

02 

3 01 

— I 

-+• 

62 


a2 ’ 

01 — 

- ^2 

■" 62 ■ 





02 


2 02 




02 

3 02 

^ I 

H— 

a2 



02 — “ 

*03 

=: I — - 

62’ 





02 

02 




02 

3 0a 


- a 

-4- 

a2 


01 — 

' 03 

= I 

a2 

aric 

de 

0 

a 

co^, 

. ?3o(tO 

van* e 

de 

+ CO 

k v/e, 


on prendra pour Ut la valeur de u comprise entre o et i pour la- 
quclle on a 


pui — 03 = r, 




a2' 


pui — ez = 




P Ml = ■ 


Sic2 

ah ^ 


valeur pour laquelle =^^^q(zi) est efFectivement egal a + 1 . 

On a d’ailleurs 

y* ^ ~ ~y' ^ ’ 

en faisant dans Fint^grale inddfinie J A. dv la substitution 
tJ==5,o(M), on trouve de suite 

A = [Sio(M) — '] SosCm); dv=—\ia{u) 

/ a dv = /"(«» -+- 1 — p m) <5?M = (es -h i) u -h Zu -h const. 
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On. aura done 

la quantity entre crochets est une fonction impaire de ii; si Ton d^- 
veloppe suivant les puissances ascendantes de ii, on reconnait de 
suite que les termes en ^ disparaissent, en sorte que cette fonction 
est nulle pour = o; d’autre part, < 3 St 6gal 

a I ; on a done finalement 

S = Tzab [ uipui ^ III], 


IV. — Pendule simple. 


6S2. Consid^rons un point pesant, de masse ^gale a i , assujetli 
a se mouvoir surun cercle de centre O, de rayon I, situ6 dans un 
plan vertical. Si Ton rapporte, un instant quelconqne t, la posi- 
tion de ce point a deux axes Oj?, 0^, dont le premier est hori- 
zontal ^ans le plan du cercle, le second dirig^ suivant la nadirale, 
on a immediatement les relations 


H- 




-h dz^ 


igz -f- /?, 


dont la seconde exprime Tint^grale des forces vives; V ddsigne la 
vitesse du mobile a I’instant g l’accdl(5ration de la pesanteur 
et h la constante des forces vives. On en d^duit sans peine que 
x; v^rifie Fequation differenlielle 

ou les racinesdu second membre sonl en Evidence. En aflcclanL 
de I’indice o les valeurs des variables k I’^poque « = o, on a 

^ vj _ 

2 ^ ® '}.s‘ 

La racine — ^ second membre de I’^quation diflcSrcnticllej 
toujours inf4rieure 4 I, pent ^tre comprise entre / el — / on 6tre 
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plus petite que — l\ puisque -4- A est positif, dans le pre- 

h 

mier cas. oscille entre Z et : le mouvement est alors, comme 

on sait^ oscillatoire ; dans le second cas, z est compris entre I et 
— > Z : le mouvement est tournant. Nous excluons le cas ou, h etant 
egal a a^Z, rintegratioii pent s’efFectuer par les fonctions elemen- 
taires; dans les autres cas, z pent toujours atteindre la valeur Z, 
et nous conviendrons de prendre Torigine du temps a un instant 
ou z est dgal a Z. 


653 . Pour ramener Pequation dilF^rentielle a la forme normale 
nous ferons la substitution 


a/2 h 


elle prend alors la forme 



4(z — ei)(z — ei)(z — 63); 


les racines Ca, 6 $, suppos^es telles que I’on ait >*e2>e3, 
correspondent aux quantit6s — /, — — > Z rang^es par ordre de 

grandeur croissante, puisque ^ et z varient en sens contraire; dans 
Lous les cas Z correspond done a ^3. L’int^grale de Pequation dif- 
f(^rentielle est 

Z = p(i 4-X), 


en d6sigaant par X la constante d’int^gration-, pour £= o, z doit 
6trc egal a Z et Z ^ ; X doit done 6tre congru ^ 0)3, modulis 2 CL)^ , 

2t03; ricn n’cmpfiche de supposer X = 0)3, ce que nous ferons d^- 
sormais. 

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 
x‘* Mouvement oscillatoire. — On suppose 




on a alors 

pais, en se rappelaut que Z est 6gal k p(«H-iOs), en utilisant les 
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formules (LIX), (LX), (LXI) eten posant pour abr^ger u = t ^ ^ 
I —s = ^ [p(^-H wj) — CjJ = ^ 

2/2 

Z H- ^ = — [p(f^c 03 ) — ei] = 2/II3 ^ = 2 Z daS 

4? 

— = ^ [pCZ-HtOa) — ^2] = cn^w, 

X = v/ Z^ — = \/2 gl -H /i ?o3 ^ ^23 ^ 2 sn u dn za, 

= 2^;? -f- A = 4 y^S^Z cn2 \ = 7 , k \J gl cn w. 


pour determiner le signe de lavaleur de on a fixe le sens des x 
posJtifs de fagon que v© soil positif; k est la racine carr6e posi- 
tive de 

Si Ton designe par 8 i’angle que la tige du pendule fait avec la 
nadirale, en sorte que ^ soil egal a /sin8 et -g a /cos8, les for- 
mules pr^cedentes fournissent immediatement celles-ci : 


sin - = A* sn a, 
2 ' 


0 

cos - = 
2 


dn Uy 


u = 


t 



9 


sur lesquelles le caract^re oscillatoire etJes propridtds de sjmeirie 
du mouvement se lisent si facilement qu’il nous paraii inutile d’^y 
insister; notons seulement que les positions les plus basses du 
mobile (^== 1) correspondent aux instants 


que les positions les 
instants 


pi 



us hautes =z — ~ j correspondent aux 

= (a/n-i)K^|, 


ea d^signant par n un nombre enlier, que la durdc d’une oscilla- 
tion complete est 

que I’angle entre la nadirale et la lige du pendule dans sa posilion 
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la plus haute n’est autre que la valeur a de 0 pour K; on a 
done (LXXII) 

.a * 

sm - = A, cos - = Ic . 

2 2 

Pour les applications numdriques on utiliserales formules (CXXIII) 
on (CXXIV) suivanl que h est negatif ou positif. Si h est tr^s 
voisin de — 2.gl ou de + 2^/, on pourra se servir des formules 

(CXXir.o) ou (CXXIIh). 

2° Molwement tournant. — On suppose 



1 

A 

1 

A 

on a alors 

h 


puis, en posant cette fois 

on irouvera 


l — z = 

y [p(f_)-o>s) — Cs] = ^ = 

1 5 r= - 

j- [p(«-+- toj) — C4] = = 2^ cn^M, 

0 

h 

z ■+- — = ■ 

2 ^ 

^ [p(^ -t- Wj) — Cl] = 

a? = 2 ^snMcnM, v= 7 v/^'/dnM, 

k 


sin - = SUM, cos- = CUM, 0 = 2amM. 

2 ’ 2 ’ 


Le caracti’ire tournant et Ics proprields de sym^trie du xnouvemenl 
se liscnl immddiatement sur cos formules; la durde d’une rdvolu- 
lion compldte est donnde par la formula 
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§ V. — Pendule spherique. 


6S4. Soient ^ = 7 ’cos 6 , j^ = 7 'sin 6 , ^ les coordonnecs d’un 
point pesant assiijetti a se mouvoir sur une sphere de rayon I dont 
le centre est a Torigine des coordonnees; I’axe des^est dirigesui- 
vant la nadirale. Soient V la vitesse du mobile, g I’acceleration de 
la pesanteur, G eL h les constantes des aires et des forces vives; 
les integrales des aires et des forces vives 



V2 




= 2 gz -f- h 


et I’equation de la sphere r- -{- fournissent immediatement 

la relation 

=(a5'3-l-/i)(/2 — -52) — o2 

dont nous d^signerons, pour abr^ger, le second membre par cp(5). 

Convenons d’afFecter de I’indice o les valeurs des variables pour 
^ = o. Excluons le cas ou C serait nul, le mouvement elant alors 
le m6me que celui d’un pendule simple, et le cas ou <p(5o) ctaxU 
nul, Zq serait racine double de <p(5), le mobile decrivant alors d’uii 
mouvement uniforme le parall^le sur lequel il se trouve d^abord. 

Dans le cas general ou nous nous pla^ons, cp(^o) esL posilif ou 
nul et, s’il est nul, est positif pour des valeurs de I un pen 
plus grandes que o; la substitution dans ^(s), a la place de des 
nombres — oo, — xjq? +oo monlre ainsi Tcxistcnce dc trois 
racines r^elles a, 6, c placdes comme rindiquent les in(5galiL6& 

Tune des racines a, b pouvanl ^tre dgale k De Tidentitd 
C^gz -h h) ^ z^) ^ = — 2g{z ^ a ) (z b) (z c ) 

on d^duit d’ailleurs les relations 

7 7 » , — c2 

€c -4- 6 -H c =: — — 7 ctb -h be -h CC& = — - ctbo =s - • 

Comme a el b sont compris entre — / et I’expressiou 
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— ab — Z-, done aussi (a + 6)0, est negative, en sorte que, c etant 
negatif, on doit avoir (^ ) 

a - 4 - 6 > o, a > o. 

6S0. Dans Tequation difFerentielle que verifie faisons la sub- 
stitution 

- = — 

de maniere a obtenir une equation diff^rentielle de la forme 

( dz\^ 

= 4 z 3 — — ^3 = 4 (z — ei)(z-~e2)(z — 63), 

les racines ^o, suppos^es telles que Ton ait ei y> e2> 
correspondent respectivement a c, Z?, a, puisque x; et z varient en 
sens contraire, et I’on a 

< 3 i= ^ («-+■ < 52 -^ 3 = 

62=^ — •+•<?), ^ (^ — 

^ (— aa-+- -4-c), ~ <?2 = (^ — C)- 

LMnt^grale generate de I'^quation difFerentielle est 

z = jd(^-hX), 

“k etant une constante arbitraire. En prenant, pour origine dii 
temps, I’un dcs instants ou le mobile est sur le parallele z — a^ 
on a 

ft = p ( X ) -H r (ot-+- Z>-hc)5 

on en deduil que J)(X) est egal ^ 63 ; X devra done etre congru k coj 
{modulis a to 4, 2003) ; nous prendrons >. = (03. La solution de I’e- 
quation difTerentielle en z est 

Z =5 p(« •+• W3). 


( i) Kojfr pour la discussion, le Traits de Mecanique dc M. Appell, 1. 1, p. 485, 
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6S6. xAivant d’aller plus loin, il convient de faire quelques ob- 
servations concernant les donn^es. Si, outre g' el on regarde 
ou a comme une donnee, les deux constantes A et C ne sent plus 
independantes et I’on doit siipposer egal a e’est-a-dire a 

j'K^ga -I- h), d’ou 


l^ — ar- 


sons le benefice de cette supposition, J’^quation 9(^) = o admet 
la racinea; en la debarrassant de cette racine, on trouve, pour 
Pequation que doivent verifier A, c, I’equation 


^2 _ ^2 -t- a) 


dont on apercoit de suite que les racines sonti'^elles et s^parees 
par le nombre — a] mais a devant ^tre, par hypoth^se, la plus 
grande racine de (^), on doit avoir 

— a®) ^ ^ a " 

le cas limite ou serait ^gal a correspondrait au cas lirnitc 

oil a serait une racine double. La quantile c, que I’on pent 6vi- 
demmenl siipposer positive, pent prendre toutes les valeurs dc 

<\/i a + oo; toutes les constantes du probl^nae d<5pendenl alors 

de G. Une discussion elementairemontre facilementque C augmen- 

tant de 7'^ i/ - a -f- oo, 6 d^croit de a ^ — a et c de — — — — a 

^ y a ^ 

— 00 ; ==^ croit de zdro iiisqu’au maximum ^ ZL.L9 

^ ^ ^ v//-? 4 / 0 

qu’il atteint pour C — puis ddcroit jusqu'^i zdro ; 

K et 5 ^ varient dans le m^me sens que /c^, Kdc ^ a ^ cl^ dc o a o; 

K' varie dans le sens contraire de -f- oo a -f- oo. Lc sens dc la va- 
riation de 

0)1 = -=^== =Ka/— — . 

\/et — e3 V 

avec c n’apparaitpas immddiatement; mais ilest clairque lorsque C 
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a depasse la valeur - ^ - - - > Cl) ^ decroit et tend vers o q^uand 

C augmente indefiniment ; au reste il est aise de trouver des li- 
mites superieures de co^ en se servant par exemple de la relation 
K < (n" o 38 ) ; on trouve ainsi 

Oitoi \/sfc acoi ^ *2 To ^ I 

7(c2 — 4a^r5)» + i6g-2r§ /^ro 

Lorsque A'^ est tres petit, c’est-a-dire lorsque C est tres voisin de 
ou tres grand, on pent se servir des formules (CXXII). 


6 o 7 . On pent ecrire aiissi 


h = 




ZlL — gQ — 

g p ^ — ^3 


2 v- 


(^2 — <? 3 ) 


P^ — ^3 




{ei — ez) 


— g2 

p/ — 63 


= — {a — b) sn2(*2Kt’ ), 
= (a — 6 ) cn ^ ( 2 K r ) , 
= (« — c) dn2(2K(^), 


oil Ton a pos6 ^ Les valeurs ainsi trouv6es pour z sont 

r^elles, quand t varie de — 00 a -f-oo. Quand le point t parcourt 
dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, 0|, 
iO| -4“ CO3, 0)3, on sait qne j>t varie en diminuant constammenl de 
-H 00 a — 00; on conclut de et des formules precedences que z 
va en diminuant constammenl de a(^=o)a 6(^ = cOi), puis a 
c{^t = 0)4 + 61)3), puis k — oo(^ = CO3); Ik il passe brusquement de 
— 00 k -i- 00 et revient, pour ^ r= o, ^ la valeur a. Les memes re- 
sultats peuvent d’ailleurs se lire sur la seule formule 

z — « = — [p(^ H~ c>3) — ea], 

© 


en suivant le chemin que parcourt le point ^ + 0)3, ou le point 
i — 0)3 qui fournit pour t la m^me valeur; dans ces conditions 
+ (U3) va constammenl en augmentant, en passant toutefois 
de + 00 ^ — 00 quand t atteint la valeur 0)3. Il suit de la que jz at- 
leintles valeurs — -h Z pour deuK points ^2, ti situ^s le premier 
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entre (Ot el + 03, le second entre CO3 et ; on a, en ces denx 
points loy 

o 72 

l^a = 0J3) — es], 

o 

/ h - « = 023) — es ], 

658 . Ces valeurs vont intervenir dans le calcul de 9 , eL il 
importe de donner le moyen de les calculer avec precision. Obser- 
vons que Fon a, quel que soit 

^ = Hr i /?(-) = — ^ pVjf tDj), 

et que <p(^) se reduit k — quand on suppose t 6gal a on a t2 ; 
on a donCj pour ces valeurs de t. 


P(^iH“W 3 ) - ^ 

/. . ^ _ -h-h 6gl 

p(^,H-a) 3 )= 


d’ailleurs quand t d^crit le segment 0)4 . . •co^ + (O3, j:>(^ + 0)3) va 
en augmentant; si done on pose pour un instant ^ = to^ -r la 
d^riv^e, par rapport k la variable (reelle) \ de la fonctioa (r^ellc) 
p (0)4 4- C03 + Xj) sera positive pour les valeurs de X comprises 
entre o et on aura done 

et, par suite, 

P'(^2-H tuj) = — 

de m^me 

If. \ 0 

p ( <1 -+- M3 ) = H- • 

On a ainsi tout cequ’ilfaut pour appliquerles formules (CXXVIIF) 
et calculer, si I’on se donne les 4 l^mcnts nuin 4 n'qucs du probJc'irac, 
les quantitds + 0)3, «2 -H <^>3 ^ des multiples pr^is dcs pdriodcs, 
c’esl-li-dire, dans le cas acLuel, sans aucune ambiguitd. 

6 § 9 . Remarquons, en passant, quo les deux valeurs I, -h W3, 
— «2 — W3 font acqu6rir a la fonclion p'c la valeur la Tone- 
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• / 2 ^ G 

tion fonctioD doublement p^riodique de dn 

troisieme ordre, avec o pour p 61 e triple; la somnie de ses zeros 
devant etre congrue a la somnie de ses pdles, on en conclut que 
son troisieme zero est ; en d’autres termes, on a 


P '(?2 — ^l) 


2 U 


On pent evidemment poser = o)^ + \ dtant une quan- 

tity reelle comprise entre — ^ et la formule precedente montre 
que \ est positif : en efFet, la derivee, par rapport a la variable 
(reelle) )v, dela fonction (reelle)p(tJL)| + j)v), c’est-a-direzp^(cO|-h2^)5 
est de signe contraire a X, puisque j3(coi + z}v) decroit quand X 
croit de o a ^ et croit quand A croit de — ~ a o; or, d’apres la 
formule precedente, zp'(coi -f- z 7 v), c’est-a-dire est 

nygatif. Ainsi X, c’est-a-dirc 4 (^i — — co^), est compris entre o 

et^O- 

11 va sans dire que I’expression de p^(^2 — ^0 aurait pu clre de- 
duite, paries ihdorymes d’additlon, des expressions de p(^i 4- 03), 

H- 0)3). Voici quelques formules ob- 
lenues par cette voie et qui pourraienl servir pour le calcul de 


p ( / 1 H- ^2 ) 



p'(^l *+-if2) = 


— C 2 ) 


P (^2 /l) = 


h 


p '(^2 — ^ 1 ) = 


A?; <2. 

2 


660 . L’ expression de p'(^i + ^2) monlrc que ^<4- ^2 a la valeur 
pour C^, e’est-a-dire pour c-= dont on re- 

connatl dc suite qu’clic est plus grande que la limite inf^rieure 
dc cL plus petite que la valeur dc qui rend maximum. 
Pour colic valeur particuliyre, on sc Irouve dans un cas signals 
par M. Grccahill, oil les formules se simplifient notablement; 


(4 *-<03 valeurs dcs fonctions sn, cn, dn, pour les valeurs de v qui correspondent 
h z = ou Z ss; ^2 sc ddduisent U'6s facilcmcnt dcs expressions do a — js — bf 
z — Of ct Ton a, dans tout cc qui pr^c^de, tout ce qu’il faul pour la dcStermina- 
Lion dcs signes. 
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d’abord h esL nul, en sorte que le mobile reste compris entre 
I’equaleur de la sphere et le parallele = on a ensuite 


yjei — ez 




a 


/c2 


^2 



CtOi = 2 K 


s/n — ^2 


Lorsque est compris entre et b est positif et 

ipf 1 ^) est negatif; c'est le contraire lorsque C depasse 
— gl-7'^] on a, suivant les deux cas, 

-H ( ^2 — ) < ^3 

i ^ i * 


661. G’est surtoiit en vue de la determination de 9 (on de y) 
qnenous avons calcule les valeurs de p(ti + 0 ) 3 ), + (O 3 ), — 

On a 

c _c/i i\ 

di. ~ — ~ ~i TT^J ’ 


d’oil, en tenant compte des formules 

l — z = {l — a) — (z — a)^ — [p(« a>3) — p(#i -H 0J3)], 

8 

2^2 

/ -f- 5 ^ -H CC ) ~h -t- flC ) = ^ [ P ( ^ ^^3 ) ■ — P ( ^2 ^3 ) ] ) 

qui resultent imrn^diatement des valeurs de I — a, I a, z — a, 
que les pr^c^dents calculs metlent en Evidence, 

^ r I I 1 

dt 4 /* 1.PC^'+- “‘j) — P(^i -I- “i) P(i-t-K>3; — p(<sH-w3)J ’ 


et en d^composant en elements simples, ou, cc qui rcvicnl au 
m^me, en utilisant la seconde formule (CIlIi), les expressions 
de p'(/2+ W3), ainsi que les formules (Xll^^s), 

. dd 

— ^i)h-C(« — «2 ) — C(?+ )-$(«•+- i 2)-l-ai;3<'i -t- a C3/2. 

En integrant el clioisissant la conslanlc d’inUgration do fagou 
que 9 s’annule en m 6 me temps que on a 


^2.0 = _ ^2) 

? *S~ ti) -H~ fj ) 
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d’ailleurs, a cause des expressions de I — l-\- z que Ton a ecrites 
plus haut et des formules (VII^), on a aassi 




(ad^ — 

4 ^^^*0 t ti c'J ^2 

s^r^-4- t{) — ^i)c7'(ig — ^ 2 ) . 

t 3 "® ti 3 '® U ^ 


done 


= 7-g 


ou, en extrayant les raclnes carrees et choisissant le signe de fagon 
que Ton ait r — /'o pour t—o, 9 = o, 


a? -f- = /■ e‘® 






662. Cette formule montre que x-^-iy et, par suite, x Qly sent 
des fonctions univoques de t. La forme m 6 me diQ x + iy montre 
que e’est une fonclion doublement p^riodique de seconde esp^ce; 
e’est le produit d’une exponentielle par la fonclion 

?(o- ’ 

donlles mnltiplicateurs aa relatifs auxp^riodes 2 o>^, 203 sont 
respcclivement 

jjLi z= C”-20i^^i'+‘^a3, JJI 3 = 


On pourrail prendre pour F^I^ment simple relatif a la fonclion 
X iy la fonction 


X(t) = 


gUj H- fj — tj 
d (^t I — H o* t 


et transformer 1 ’ expression de a; - 1 - tjv cn la ddcomposant en dld- 
mcnls simples (n® 367). 

Nous nous bornerons k quolques remarques relatives ala fonc- 
lion '-fit), qui no sont d’aillcurs que I’applicalion des observations 
faiics au n° 372. D’aprds ce qui a <5td dil plus haul, «, -H est de 
la forme w< -+- aw*, a dtant un nombre rdel compris entre o et a; 
si I’on considdre la fonction doublcmcnt pdriodique de seconde 
espdee 


= 9(f) 
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs anx periodes 2co^ , 
2CO3, sont respect! vement par consequent, a est de 

la forme et etant des entiers premiers entre eux, 
sera nne fonction doublement periodiqiie ordinaire ; il en sera 
de m^rae de Fexpression 

2 ^ 2 q Q 2 iq ^^ 2 qtk 0 i+a/J 3-2^3 ^ ^ 

que Ton poiirra obtenir sous forme explicite par la methode de 
decomposition en elements simples; elle admet le pole unique 0)3, 
d’ordre de multiplicite Comme on a donne plus liaut I’exprcs- 
sion de + ^2), d’ou il est aise de d^duire celle de p(aa)3), on 
voit le moyen de deduire I’^quation alg^brique que doit verifier 

la constante G pour que a ait une valeur donnee de F^qualion 

alg^brique que v^rifie p 0)3^ ? equation alg6brique qui sera dtu- 

diee plus tard. Nous nous contenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d^ailleiirs a la theorie des in- 
tegrales pseudo-elliptiques, que nous n’avons pas abord^e; le cas 
simple ot!i a = i sera traits explicitement un peu plus loin (^). 


663 . En posant 
— —L. 

2 



1 


2 


^2 

2 COi 


de fa9on que les quantiles r^elles r,, r.^ soienl positives el plus 
petites que les formules de passage des fonclions o' aux fone- 
tions 2r fournissent imm^diatement les formules 


7 ^ 5’j(t>i i)Srt(iiri) 2rf(cj)_ 
'i 2ri(i/,j2rs(8rji) 2r|(p)’ 


a? -f* = To 


(^) STj ( ir\ — ^ ) 3*2 ( p ) 


oi Ton a pos6, pour abr^ger, 


, _ I pU»-2) , 

» L2rs(j>s) Sr 4 (i>i)J’ 

(*) Votr Greenhill, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad, par 
Griess, Chap. Ill; voir aussi, pour le cas oh a = i, le Traitd de M4can.ique ra- 
tionnelle de M. Appell, t. I, p. 494. 
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On pent faire sur ces expressions de ^ — a el de + iy^ qui sp^- 
cifient le mouvement du point z et qui sent appropriees au 

calcul niimerique quand on se donne les ^l^ments numeriques du 
probleme, quelques observations faciles qui se feraient d’ailleurs 
Lout aussi bien, le lecteur ne I’ignore pas^ sur les equations diffe- 
renlielles du mouvement. 

L’exj)r€ssion de ^ — a montre qiie les valeurs de ^ se repro- 
duisenl quand on remplace par H- i ; dans les m^mes condi- 
tions x~\-iy ^e reproduit multipli^ par le facteur ainsi qu’il 
r^sulte des formules (XXXTV) ou de ce que Ton vient de dire sur 
le caractere de la fonction x-\- iy; lorsqu’on a la position M du 
mobile a I’instant il suffit done, pour obtenir sa position a Tin- 
stant , de faire tournerle plan MO>s d'un angle dgal a A au- 

tour de I’axe O^; la p^riodicite du mouvement est ainsi bien 
mise en evidence et il est clair qu’il suffira d’etudier le mouve- 
ment de ^ = o a ^ = 20)^ . II suffit meme de I’etudier de ^ = o a 
/ = o>i, car a deux valeurs de l ^galement ^loignees de cor- 
respondent deux valeurs de p de la foi'me j — ^ - 4 - (ip, dont la 

somrne est ^gale ^ i, et, par suite, les valeurs de z que I’on ob- 
tlent sent manifestement ^gales, tandis que les valeurs de x + iy 
s’obtiennenL en multipliant un mime nombre 

^l(o) 


par deux nonabres itnaginaires conjugu^s 

-_,Au, STjC— j>i — w)3r,( — trs — fif) 2ra(w, — «-)2ri(i>s — «/)_ 

® 2riC-*V0 ’ 2r,(*>0 


les deux positions correspondanles du mobile sont done sym^- 
iriques par rapporl au plan qui passe par Taxe des z et la posi- 
tion Ml que le mobile occupe a I’instant i = = Ce 

point Ml est la position du mobile pour laquelle z est minimum; 
ses coordonn^es sont donn^es par les formules 


s = b, 


as iy = To 


Srj(o) 3r*(A>i)2r,(j>a; 

&i(o) 2ra(*rj)&,(ir,) ® 


Ic coefficient de e 


I 




est manifestement positif : e’est le rayon 
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\ecteur j\ de la projeclion du point Mi sur le plan des xy\ il est 

facile de verifier qu’il est egal a ^ V- — 

L’expression de x + iy met en evidence qiie 1 angle polaire de 
la projection du point Mi est, a des multiples pr^s de 2 7 r, 6 gal a 
Tz +■ tA, en sorte que la courbe decrite par Fextremite du pendule 
est fermee, ou non, suivant que ~A est un nombre rationnel on 
irrationneL On verra plus loin que it: H- 3 A est Fangle dont tourne 
effectivement le plan MO^ autour de Faxe O;:; pendant que t croit 
de o a coi, et non cet angle angmente d’lm multiple de 2 tc; mais 
cequi precede suffit a montrer Finter^t qui s’attache a laconstante 
reelle A dont il convient de dire quelques mots. 


664 - On pent mettre A sous la forme 

/Z= so /I = SO 

\ ^ sh o.TT/'i g2/t -1 sh2Trr2 ^ 

4^ ~~ 2 Ll l — ch 2 Tr:/*i- 4 - i ^ ch 27:7*3 -f- ' 

Ti et 7*2 sont positifs et plus petits que il en resulte que dans 
Fune et Faulre des series cliaque terme est positif*, 7*2 dtant plus 
grand que 7 *i, on congoit que A soil negatif, et c’est im point que 
Halphen a ^tabli par une analyse int^ressante que, toiitcfois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication ( ^ ). Cbacunc 
des series regardees comme une fonction soit de 7*1, soil de 7*2, la 
variable ^Lant supposee comprise entre o et A; est une fonction 
croissante ; cela est evident pour chaqne terme de la prcmidro 
et se v^rifie sans peine pour chaque terme de la seconder il rd- 
suite de cetle remarque que Fon a 


'>?[! 




+ 



9 


(‘) Apres Halphen, M. de Saint-Germain a oblenu lo m 6 me rcsullat sans fairc* 
usage des fonctions elliptiques; il en eiret, montrd [Cf. Note sur le pendule 
spherique {^Bulletin des Sciences matheniatiques^ 2® s(jr,, l. XX, p. ii 4 )J que 
Tangle dont a tourn^ le plan MO 5 autour de Oz quand t crott de 0 Si Wj csL plus 

Tn 

petit que tc; on va voir que cct angle est 6 gal -h a ; de sa demonstration re- 
suite done imnaddiatement que A est ndgalif. 
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mais on a 



on en conclut 
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11 serait interessant d’^tudier comment A varie avec la constante C 
dont dependent /'i , j\ et q. 

Signal ons quelques autres expressions de A. On a 


A — — ~ b3 ^2 


arji 


( -4- tn') 


Ca>i 


*i oil 
i 


? ( 4- 


tl)- 


I 


( ^1 4- t<i) = 


coil 

IT 


i ^2 ( ^^1 — j— 2f/’2 ) ^ 


la seconde de ces formules qni, seule, a peut-etre besoin d’expli- 
cation, a (Ste deduite de la premiere en remplagant dans la pre- 
miere des formules ( VII 3 ) u et a par H- CO3, + CO3 et en utili- 
santles valenrs pr^alablement calcuUes de tojj), tog), 

p (^2 ■+ ^ 3 )? )• 


660 . Dans le cas particulier deja signale au n° 660, ou 


c2=A^/2r2, 6 = 0, 


£! 

a 


on a lout d’abord 


(3U)i 




Cl le fait que A esL n^gaiif apparalt bien facilement en se servant 
de la relation Kc qui donne 


7t -4- <35 - 

^<5 — i — 


X<i: 


(,-T ‘j<»- 


L’inLdr 6 t de ce cas particulier consisLe en ce que Ton y pent ob- 
lenir sdpareSment les valeurs de x et de y, En remplagant, dans 
I’exprcssion de ^ + iy^ ir^ par |t — f/'i, on trouve de suite 


X ' 




' (i) Sr.i ( t/*\ -4- (’ ) ^ 


-’/. ^t{A-h7u)P 
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en appliquant ensuite la premiere formula (LVIi) et les for- 
mulas (LXXI), ptiis en posant pour abreger 

on obtient 

ir-i- ijK = [cii(2Ki>)H- z{jt.sn(2Kp) dn(2Kt^)], 

0 U 5 puisque A et [jl sont reels, 

To [cos ( a - h 'it)p cn(2Kp) — [Asin(A -H 7 c)p sn(2Kp) cIn(2K<?)], 
j)' = ro[sin(A ■+• 71)^ cn(2Kp) -i- fJLCOs(A H- 'iz)(f sn(2Kp) dn(2Kc?)]. 

En faisant ={ dans ces formules et en se rappelant que pour 
cette valeur ;; est nul et ^gal a on trouve sans peine 





et c’est ce qu’il n’est pas difficile de verifier, d’ailleiirs, sur I’ex- 
pression m6me de [jl. 


666, II nous reste a dtiidier, dans le cas general, la facon dont 
9 varie avec t, De I’expression de donn^e au n*^ 661, on deduit 
ais^ment, au mojen des formules de passage des fonctious j* aux 
fonclions S, la formula 

2t V 

oul’on apos^, pour abreger, 

f(^\ ^ p) S ra(zr3~^) _ ( ^>1 — r ) STx ( ^ — k — ir^ ) . 

3*1 ( iVj H- p ) STg ( f/‘2 -H ) BTi ( i/'i ir^') ’ 

dans cette formula qui donne, k chaque instant Tangle 0 dont a 
tourne le rayon vecteur dans le plan des xy^ il s’agitdc fixer, pour 
chaque valeur de la determination du logarithmc. Nous nous y 
arr^ierons d’autant plus volontiers que la m^me question sc pr6- 
sente dans un tr^s grand nombre d’applications. 

Pour suivre la voie r^gulifere qui a 616 indiqu<5e au Ghapilrc VI 

et qui permet stirement de lever louLe ambigiut<5, il faiit tout 

ddi ^ 

d’abord transformer I’expression de ^ de manifere qu’il n’j figure 
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plus que les derivees logaritiimiques de la fonction 2/, ; on trouve 
alors 

^ r Sr'i ( P — iri ) Si'i(p-4- t>i) 

dv ' 21 |_3'i ( p — j>i ) STi ( p -4- 1 /- 1 ) 

Sr 4 (p — j — »•;) _ Sr'i (f — -1+ t>2) ~| 

S'iCp — i — <> 2 ) STjCp — 1>2)J’ 


et pour avoir la valour de 6, qui correspond i une valeur donn^e 
de p, il suffil d’effectuer les int4grales rectilignes 


Jo 2ri(p — J> 2 ) 




Y‘' 5'(p-4-t>4) 

Jo 2ri(p+i>i) 




On observera d’abord que dans revaluation des logarithmes, 
qui resultent de rint^gration, on n’a a se preoccuper que des par- 
lies purement imaginaires^ les parties r^elles disparaissent evi- 
demmeut dans les differences. Les quatre integrales a evaluer 
peuvent eLre remplacees par les suivantes 






9 


portent maintenant sur la quantite ie pro- 

bUme de revaluation de pareilles integrates a ete completement 
resolu au Chapitre VI; nous nous reporterons a la methode exposee 
aux n°® S06 et suivants. 


667. Siipposons d’abord que p soil compris enlre o et c’est- 
4“dirc que t soil compris entre o el a)| ; on voit alors de suite que 
pour les quatre integrales le chemin d’integralion est contenu dans 
J’aire du rectangle (R) figure k la page i5S du tome III et forme 
par la reunion des quatre rectangles (Ri), (Ra)? (Ra)? (R0> 
sorte que (CXVIIIi ) les quatre integrales precedentes sent respec- 
livement dgalcs k 

log 3*1 ((> — c/'i) — logSTj in), 
logS*! -1- i>i) — 

logSTi (p — 2 — ) — log3i (— i — in), 

logS-i (p — -f- in ) ““ logSTi (— in). 
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ou les logarithmes ont leurs determinations principales., en obser- 
^^ant toutefois que les points 2^4 ( — -j — ^^2)? ^^’2) doi- 

Yent etre regardes comme etant le premier sur le bord inferieur 
de la coupure de gauche, le second sur le bord sup 6 rieur de la 
m^me coupure, en sorte que les coefficients de i dans les loga- 
ritbmes sont respectivement — t:, 4 -tc; ils sont — ^ pour 

log 34 ( — log2r4(z>4); on aura done, dans ce cas, 


A[log2r,(. 


— logSTj fp- 


— 1 — ir^ — logSTj — "5 ^ ’ 


en altribuant aux logarithmes leurs determinations principales; 
d’ailleurs, le point STi (p -h ir^ est situ6 dans I’aire (B-i ), le point 
(r — est le point de Faire (R4) symeli'iquement place par 
rapport a Faxe des quantiles reelles; il i*^sulte de la que 

[log2ri(p — iri) — log2ri(p-f- iV'i)] 

est Fangle, compris entre o et — dont il faut faire tourner le 

rayon Yecteur qui va de o au point 2 r 4 (p -4- f;‘4 ) pour Famener sur 
la partie positive de Faxe des quantiles reelles 5 de m6me, puisque 
les points 2r4 (p — ~ — 4 + i^'2) sont sym^triquemenl 

places dans les aires (R^), (R2 )? on voit que 

j^log&i — W’s) — logSTj _ 1 -4- j 

est Fangle (obtus), compris entre — ^ et — tc, donl il faut faire 
tourner le vecteur qui vadu point o au point ^ pour 

Famener sur la partie positive de Faxe des quantiles r< 5 elles ; d’apr<\s 
cela, on reconnait tr 6 s ais^ment que Ton peut dcrirc 


en ddsignant par oc et ^ deux angles positifs, moindres que tz, 
dont le premier s’oblient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point o au point STi pour Famener 

sur le vecteur qui va du point o au point (iti — dont Ic sc- 
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cond s’obtient en faisant tourner dans le m^me sens le vecteur qui 
va da point o au point — 4 + t/’a) ou -f- ) potir 

J’amener stir le vecteur qui va du point o au point (r — 4 — 
ou 2 ^ 2 — ^^'2)5 on peut encore ecrire, si Ton veut, 

9 = ap-i- Alog/(p), 

en convenant de prendre le second terme du second membre com-* 
pris entre o et tz; il a d’ailleurs la valeur o pour = o, et la va- 
leur 7 c pour = -j; pour p = o, a et p sont nuls ; pour = 4 ? 
et p sont egaux a tc. L’angle © dont le plan MO^ a tourn^ autour 
de Oz, quand t varie de o a tOj de o a 4 ), ost bien egal, comme 
on I’a dit plus haut, a t: 4 - 

De ce que A est compris entre — it el o on conclut que © est 
compris entre ~ et it. C’est Puiseux qui a, le premier, demontre 

que 0 est toujours plus grand que Sa demonstration {Journal 
de Lioiwille, i**® serie, t. VII; 1842), qui est devenue classique, 
n’a toutefois rien a voir avec la theorie des fonctions elliptiques. 

668. Nous avons expose ces r^sultats en suivant pas a paslavoie 
indjqu^e au Chapitre VI; on y parvienl d’une fagon plus courte, 
en interprdtant laformule m^me qui donne I’expression de 6 et en 
remai'quant que 9 devant s’annuler pour ^ = o, logy’(p) doit ^tre 
nulpour = o et que les valeurs que prend successivement cette 
fonction se suivent d’une fagon continue. En se reportant tou- 
jours i la 1 55 du Tome 111 , eten suivant la fagon dont se d6- 
placcnt dans les aircs (R,), (R^)) (^-3)5 (R4) points ^4 (t/’i-f- 

... on n’a aucune peine a relrouver les r^sultats 

precddcnts. 

L’^tude peut se poursuivre lorsque v est compris entre 4 et i, 
en partant de la propri^l^ /(i — ^)/(^) = i de la fonction /(r) 
qui rdsulte immddiatement des formules (XXXIV); si Pon pose 
r = on devra, k cause de cette propri 6 t< 5 , adopter, pour 

les valeurs dc iv comprises entre o el 4? ^Ti^ae determination de 
log /(4 4 “ de la forme 

It t 

.jj. log/ (^ + «') = - Ti (i “ ’ 



FOISGTIONS ELLIPTIQUES. 


192 

ou k est un nombre entier determine^ cet entier est, d’ailleurs, 
egal a 2 , puisque pour(;=:r,, (^^= 0 , la formule prec^dente se 
reduit a log/(4) = ikr: et que Ton sail que log/(^) = %i7z. La sj- 
m^trie du mouvement se reconnait tres aisdment sur celte meme 
formule; nous ne nous y arreterons pas, puisqu’elle a dte etablie 
sur I’expression de ^ -f- iy. En resumd, de c? = | a = i , on a 

6 = AP-i- ~ Iog/(r) 

2k If 

si Ton convient de prendre pour le second terme da second 
membre cellede ses determinations qui est comprise entre Tret 2 tc. 
Pour p = I , on a 

0 = \ H- ~ log/(l) = A -4” 2 71 = 20 ; 

ce dernier r4sultat aurait pu se d^duire ais^ment de la formule 

(GXXVIIla)- 

Pour poursuivre cette dtude lorsque p est plus grand que i, il 
suffirait de partir de la propridtd de la fonction p exprimee par Ics 
relations 

/(^) =/(!-+- ^^) =/(3-4- P) = .. . ; 

onpeulainsi montrer directement quequand p est successivemcnl 
compris entre i et |, | et 2 , 2 et |, . . , , ~ et , • * - , c’esu 
a-dire t entre 2 cO| et 3(0,, 3ol)^ et 4^^? et 5 to, , . . . , /i et 
(/i*+-i)co, on doit dans la formule 

0 = AP log/(p) 

prendre successivemcnl, pour le second terme du second membre, 
celle de ses determinations qui est comprise entre 2 tc ct 3 tc, Stt: 
et 4*?^ et 5tc, . . /itc et (/i -h i)tc, . , 

§ VI. — Mouvement d^un corps solide autour d'un point fixe 
dans le cas od il n’y a pas de force ext^rieure. 

669. Nous allons dtudier le mouvement d’un corps solide dont 
un point O est fixe el qui n’esL soumis k aucune force autre que 
la reaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concernc 
la partie mdeanique du probl^me et rdtablissement des Equations 
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difF^rentielles du mouvement, aux divers Traites de Mecanique ra- 
tionnelle, particulierement a la Note de M, Darboux sur ies mou- 
vements a la Poinsotj qiii se irouve dans le Traite de Despeyrous; 
nous emprunterons a ceUe Note nos notations, d’une part, et, 
d’autre part, I’equation difFerentielle de Therpolodie. 

Le corps solide est rapporte a un systeme de coordonn^es rec- 
tangulaires qu’il entraine avec lui et qne I’on supposera 

coincider avec les axes principaux d’inertie relatifs au point O. Le 
probleme final consiste a determiner a chaque instant la posi- 
tion du triedre Oxyz par rapport a un systeme d’axes fixes OXYZ; 
ilestresolu si ronconnait, en function du temps les trois angles 
d’Euler qui d^terminent la position du triedre mobile par rapport 
au trifedre fixe. C’esL a ce r^sultat que nous nous attacherons (^). 

Soil (E) I’ellipsoide d’inertie du solide pour le point O ; soil Ofll 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation co, vecteur 
dont les projections sur les axes Ox^ Oy^ sont /?, < 7 , i\ Le 
moment des quanlit^s de mouvement cst un vecteur fixe dans 
Fespace dont nous d^signerons la longueur par Z, el dont les pro- 
jections sur les axes O^, Oy^ Oz sont A/?, Bgr, Cr, en d^signant 
par A, B, C ies moments d’inertie du solide par rapport a ces 
axes, L’elUpsoide (E) est consiammenl tangent a un plan fixe (H), 
au point J ou ce plan est perce par la demi-droite qui porle le 
vecteur OQ; le lieu du point J dans le plan fixe (IT) est Fherpo- 
lodie, le lieu du m^mc point sur FellipsoYde (E) est la polodie; la 
pblodie roule sans glisser sur Fherpolodie; le probleme peat etre 
regards comme r^solu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons do c6l6 les cas ou la polodie se decompose en deux 
ellipses se coiipant suivant Faxc moycn de (E), ou en deux cercles 
parall 6 lcs, ou encore se r^duit a deux points; Fherpolodie est 


(^) M. Klein a employ^ d’auLres paramelres qui donnent des rcsullats plus 
syoKilriques. On pcuL consullcr, sur ce sujet, le livre qu’il a public avec Ml. Soni- 
mcrficld sous Ic Litre Ueber die Theorie des Kreisels, ou une ISoLcdc M. Lacoui 
dans les Nomelles Annales de Mathematiques, 5* s6rie, t. XVIII; 2899. Les ex- 
pressions des ncuf cosinus .sont dues ^ Jacobi (Journal de Crelle, t. 39; i85o). Les 
formulcs auxquclles nous nous bornons ont donn^es sous une forme peine 
dilTiircntc par II crmiie (Sur guelques applications des fonctions elliptigues, 
Paris, i885). On pent aussi consulier : Ilalpben, Traite des fonctions elliptigues, 
l. II; 1888; Lindcmann, Sitsungsberichte de I’Acad^mie des Sciences de Munich, 
1. XXVIII; 1898, ot Lacour, Annales de V£cole Normale supdrieure, 1900, 
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alors une spirale (dont Tequation s’obtient an moyen des fonclions 
elementaires), un cercle oa un point. 

Nous supposerons Fherpolodie, dans le plan (11), rapportee a 
un systeme de coordonnees polaires; le pole sera le pied P de la 
perpendiculaire abaissee de O sur (n) et Paxepolaire sera la direc- 
tion qui va du point P vers la position initiale Jo du point J ; nous 
repr^senterons par 5 la distance OP du point O au plan (11) : elle 
est evidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des 
quantites-— ^ nous designerons par RS et 0 les coor- 

donnees polaires du point J dans le plan (11). 

Les intdgrales des forces vives et des aires fournissent les re- 
lations 

/i = Bgr2-|_ C7'2, 132^2 7*2 ; 

la constante des forces vives h est li^e a I par la relation h — l-o- 
qui se dMuit immMiatement de ce que, si x, z d^signent les 
coordonnees du point J par rapport au triedre Oxyz^ on a 

a-2 _ _ -2 _ §2^^ R2$2 ^ , I 

— t^2 X “■ 

Nous introduirons enfin une constante positive pi definie paries 
relations 

(j.= 0 v/A = /o2. 

On a alors 

t02 = /iS2(i4.R2)= R2). 

670. Noiis poserons 
i-AS., 

cn verlu d’une observation ant6ricure, i estcompris entre la plus 
grande et la plus petite des quautites a, 6, c; nous poserons uussi 

= — (t — ^)<i — c;, 

T/; = — (I — c)(i — a), 

Endn, nous nous contenterons d’^crire les Equations suivanlos 
dans les cinq premieres desquelles on reconnattra les Equations 
d’Euler, les in tegrales des forces vives et des aires, et dont les Irois 
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dernicres s’obtiennent en resolvant, par rapport a /?-, y-, celles 
des equations precedentes qui sont lineaires en />-, y-, 




dp 

ITt 

dq 

dt 

dr 




ah c{ a — h^pq — Os p'^ = to^ = jji.2(R2 -h i), 

^ c 2 {jl 2 (T,™R 2 ) 

^- = 7 z — >“a — rr^ 


(c — a)(a — b) ^ (<^ — h){b — c) 

Do ces equations, dc la relation 


[b — c)(c — a) 


dp 

dt 


dq 


dr 


-+- <I - 2 } TTf 


dt 


dt ’ 


el dcs dqualions d’Eulcr, on tire sans peine la relation 

11* 7/^' ( 'T" - ) ( 'i’" - ) ( T’- - 1^^ ^ 

Si I’on y fait 

R ‘2 1 ( T,, -h T, * H T,) -- rn 

olio pron<l la forme normale 


oh 

^*oc - J [J-''* ( "l^^ “ 1“ "1 V aT^), <’P’ ^y*— (x^(/) — r‘) (i — a), 

"" i !■**“( ff ’>/lV0» ^’Y — “ [x’-i (6* — (i “ 6), 

<f Y ^ (x'-i ( Ta • 1“ T/, — 9. ), ra- ixHa---b)(l^c) 

Nous convioudrons dc rangier Uss axes Oj:?, Oy, Oz do manifirc 
quo h soit compris entre a et c oi quo (i — />) (i — c) soit positif; 
(Icux eas sont alors possibles : 




et b > \ Ci 






a < 6 < I c ; 


<»n consUtn qno, dans cos deux cas, on a nous pren- 

drons toujoura, en cons<5(jHcnc(‘, y .• . i, a=-. a, fi — 3; on sorle 



ig6 

que ron aura 
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\/ei — ea = H-l /(,a — c;(^ — i)|, 
v/ea — es •= — ;j.{ /(a — (i — c) | , 
s/ei — ^3== 



671. L’integrale de Tequation differeatielle enyi est de la forme 

yi-p(t-hl), 

A elant une constante. 11 est aise de reconnaitre que I’axe insLan- 
lane de rotation vient, pour des valeurs convenables de se pla- 
cer dans le plan des ^5; nous choisirons un de ces instants pour 
origine du temps 5 nous supposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour ^ = o, les valeurs j?0, /\, 
de /?, 7' soient positives; pour ^ = o, ^ = o, et, d’apr^s la seconde 
equation d’Euler, ^ est du signe de a — c; nous designerons 
par eTunite positive 011 negative suivant que a est plus grand ou 
plus petit que c; enfin, nous introduirons une constante purement 
imaginaire p satisfaisant aux. in^galit^s o < j < y ct delinic par 
les egalit^s concordantes 

== -^ ( /(a — 1) (« — C) [, ^ I — -C) I, 

?30 = 7 I v/^ — ij(a — d) I , 

ip't^ = 2siJL^(a — l^) (a — <?) (nj — 1). 


Pour ^ == o, = o, R2 doit 6tre ^gal it T^, done qui sc r^duii 
a pX doit dire ^gal a es; A doit done 4 trc congru k (03, rnodulis 
acoo 2033; rien n’emp^che de supposer X = o33. Dc la relation 
y^ = p(^ + a)3) on conclut Texpression de en fonclion dc 
savoir 


= Rg [1 - (ei - ^3) S j SSa <3 = Rg - ^ ^ ~ , 


oi Ro est la valeur de R pour f = o ; ayanl ainsi I’expression de yi 
ou de R®, on en ddduit celle de /j®, gr®, r®, puis, en extrayanl les 
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racines carrees et en determinant les signes de facon que, pour 
t = Ojp^ r soient positifs et qiie q ait le signe de e, 




$13 ^ 


y = $ & [j,« 1 V^( a — I ) ( I _ c ) I ?o 3 « = Po '*0 


a — c 
ac 


ioit, 


= cix I = ro^.jir. 


672. Pour determiner © en fonction de nous partirons de la 
relation, dlablle par M. Darboux, 

^ ^ , . (r — ^)(i — ^)(i — c) , 

[X fft - ’ R2 

il suffit dc remplaccr IV- par sa valeuren fonction dc pt^ et d’ap-- 
]>liqner la m6lbodc do decomposition cu elements simples, ou 
plulAt la sccondc formulo (Crili), pour Irouvcr 

- n/j -I- - L 

df ^ — jHtM-toi) 

sss h H— [ Vi ^ ( f ' H I ) "+• ^ 1 ) — C ( ^ -f- (> -f- 0) I ) J 

‘^1 i s 

puis, on inldgranL, on oblicnl, apres quchjucs rcSduclions faciles, 

M . {[xa — {Cj;p; / — — lojy , ^.srse = ciUlinr-l-C^rtEi ~ J) . 

^ ' 'X ” -I- o'i(p+/) 

Kn mulliplianl 1’cxprcssion do par la dcrni6re dcs expres- 
Hions do R®, oxlrayanl les racines carries cl clioisissant le signe 
dc faQon <pio, pour « = o, 1’cxprcssion dc Re'’'® se rcSdtiisc Rq, 
on a enfin 

iic'se 5=s I ; 

Or I 9 CTa I 

Ic signe se conserve puisque le second mcinbrc rcslc conlinu el nc 
s’annulc pas. 

Colic derniire formule monlre quo, dans le plan (R), les coor- 
donndcs rcclangulaires d’un point de I’lierpolodic sonl des fonc- 
lions univoquos do f, et ce r^snltal pout, i la rigueur, dispenser 
dc rcchcrcher quelle determination on doit donner au logaritUme 
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dans I’expression de 0. Au reste, cette recherche ne presente 
ancune difhcult^ si Ton applique la m^me m^thode que dans le 
pendule spherique. Pour p = (v, i = ato, T, on a 


oil 


^ _ _L r ^'i(t — (p — i) _ Sr'i (t4- (p — ?)') ^ 

dt ~ %iz I^STi (t — w — }) STi (T -+- IP — ^ ) J 


A = aa>i [ji& ^ 


Sr'j (P 
STj tP 


[ 

[iW-H — 


Sr'i (P 

(p ' 


Lorsque T varie de o ^ i, on en d^duit 

0 = AT -H su -+- s log/(T), 
oh Ton a posd, pour abr^ger. 


/(t; 


a-j (t — IP — -1) 
ai(T-i- »p — i)" 


el oh log/‘(T) mesure Tangle n^galif dont il faut faire Lourncr 
le vecteur allant de o h 2r, (t - 1- w — -5) pour Tamener sur I’axc 
des quantiles positives. Get angle esl obtus, droit ou aigu suivanl 
que T est infhrieur, hgal ou suphrieur a il est nul pour T= i. 
Si done on dhsigne par@i Tangle polaire du premier point dc tan- 
gence J, de I’herpolodie avec le cercle de centre P et dc rajou 

\/l- — b'^, on a 

01 “ ’a A — i— 2 ETC. 

Pour T = I, on obtiendra de mhme, pour Tangle polaire 0a du 
premier point de tangence Ja de Therpolodie avec le cercle do 
centre P et de rayon yZ/f- — (aprhs le point J#), 

(^2 = A ”f“ oTT = '? 

Lorsque T varie de/z. h n-|-i, n dcsignant un cnlicr positif qticl- 
conque, on devra prendre dans Texpression prdeddente qui donue 0 
en fonction de T, 

A l0g/(T) = -hntf+- A l0g/(T - rt). 


ohle logarithme qui figure dan.s le second terme du second membre 
est determine par ce qui prdcdde, puisque T — n esl compris 
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entreo et i . La symetrie de I’herpolodie parrapport a PJ| ouaPJo 
s’etablit comme dans I’etude de la courbe decrite par la projec- 
tion de OM sur le plan des xy dans Fetude du pendule spherique. 

673. II reste a determiner, en fonction de les angles d’Euler A, 
0, (p qui flxcnt la position du triedre Oxyz^ entraine avec le corps, 
par rapport an triedre fixe OXYZ. JNous choisirons Faxc OZ sui- 
vant la dii'ection fixe du vccteur qui represente le moment des 
quantites de mouvement par rapport a O, et nous supposerons 
csscnticllcmcnt que le triedre OXYZ a la mcme disposition que le 
iriedi'c Oxyz] les neuf cosinus dlrecLcurs des axes O x, Oy, Os, 
par rapport aux axes OX, OY, OZ, soni suffisamment d<5signes 
par le Tableau : 



(plant aux angl<js 0, cc sonl les angles dont il faut,pour Fame- 
ucr sur \v. tri('ulre OXYZ, fairer louriuu* Ic iritulrc Oxyz : aii- 

tourcbi OZ, auteur (Fuiie d!r<uition arbitraircinent oboisie OX| 
hur riaUirsoction d(LS plans d(Ls xy (it (Uis XY, aulour de Oz; 
par (i<is rolalions su(iC(issiv(is, le tri(Vlro OXYZ occupc successive- 
ment les positions OXf Y< Z, OXi Y 2 Z, Oxyz^ cl Fon passe cFiin 
sysldmti (Faxes au suivant par les formules 

X *. Xicos^ — Yisin^l^, Y Xi aia*}' Yi cos 4^, 

Yi . YsOohO — 5KinO, Z . YasinO -H-scosO, 

Xi xoimff -jKsiacp, simp f-jK^esep; 

IViUminatioa do X M Y., Y, cnlro CCS formules fournii les expres- 
sions de X, Y, Z ail mo,ycn de .r, y, s, cl les expressions des 
neuf cosInus dircclcurs uu luoycu de 0, 4'> 9’ 

T. «t M. ~ IV. ifi 
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Les formules de Cinematique 






r = Ys 


dt 


do 

dt 


peuvent s’ecrire immediatement en envisageant la rotation repre- 
sentee par le segment OQ (rotation dont les composantes siiivant 
les axes O^, Oj^, O;; sont /», q, r) conime resultant de la compo- 
sition des trois rotations ^ suivant OZ, ^ suivant ^ sui- 

vant 0X^ et en appHquant le theoreme des projections. 

La determination de 9, <p en fonction de t revient a Finle- 
gration de ces trois equations differentielles lin^aires oh r 

sont xnaintenant des fonctions connties de t. 


674. Les projections sur Oz de Taxe fixe des quan- 

tiles de mou^ement par rapport a O etant A/?, By, Gr, on a 


‘Yt 


= sin 6 sin i v ^«?2 — <?3 S 02 ?i3 Jf ? 


a p 


= sin 6 cos<f == ^ = — e /ej — ^3 ?i 2 ^ 5os 

Y 5 = COs6 = — = Sss^; 

Cft 

on tire de la 

smse =r— -(ej-fj) tfl c o'! « ’ 


cette expression ne s’annule pour aucune valeur de sa racinc 
Carrie, devant 4tre continue, ne pout changer de signc; on dovra 
done donner a cettc racine carrde Ic signe de Ja valeur iniliale do 
sinO, que nous supposerons positive : on pent, en cflel, supposcr 
toujours que Tangle 9o esl compris entre o etir; il en sera alors 
Loujours de m^me de Tangle 0, et Ton* aura 


sine = - 


dhs lors sin6, cosS, sin^, cos<p 6tant ddterminds sans ambignYteS, il 
n’y a plus qu’a determiner Tangle c^esl-^i-dire qu’a inUlgrer Tunc 

des equations de la Cinematique, oh lout esl connu il esl 
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commode dc se servir de la combinaison oblenue en multiplianl 
la premiere par sincp, la seconde par cosf et en ajoutant, ce qui 
donne 


dt 


p sin o ^ cos^ 
7] sin<p - 4 - 72 cos^ 


p sino -H q cos® 


p . q 

— sin® H- cos® 
a ~ b 


puis, cn remplaganL sincp et coscp dans le dernier membre par les 
quantit6s proportionnclles 

1 d^\f nt b 

]i dt - ^1*' 


les valcurs pi'cc6dcmment trouvocs pour /?, q donnent cnsuitc 


—— — |(Ci — 




a 




d’oi'i J’on concluL 

' =:«+—!— -JLl — « J _ t>) _ y,. I 

IJL dt aieiJi j»/ — j)t> v.fe(jL'’' / -sv ! ■« i> 

puis, cn inldj'ninl, cL cn supposanl quo <|/ soil nul pour l = <>, 



|ji« -H 



o'(<’ ■+• /■) _ 
-i)’ 


la ddlcrminalion du log;arilhmc dotme lieu it dcs observations ana- 
lopfufis }\ colics quo I’on a dcWoIoppiies dans la lliiSoric du penduie 
s|)hi'iriquc cl rappcldos i propos dc I’anjjle B; nous nous contcnlc- 
rons d’l^nonccr les rdsultnls : 

Si I’on ])osc 

Ait) 



on aura 


' loff „ '■'•’l* *’ 

1 — wi i 


t— T toK/i(/), 


cl si / : - 2 /iw, -I" n dlanl enticr cl i' dlanl compris enlrc o 
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et 2t0i, on devra prendre 

i lOg/l(0 = 272 J log/i(t'), 

t f' 

i log/i (i') etant nn nombre reel compris entre o et 27C5 si t' est 
compris entre o et | (^0 double de Tangle positif 

aigu dont il faut faire tournerle vecteur qui va da point o an point 
pour Tamener stir la partie positive de Taxe des qnan- 
tites purement imaginaires; pour deux valeurs de t' ^galement 
eloignees de cO|, les deux valeurs de |log/(^^) ont une somme 
egale k q. 7 z; si n est un nombre entier, on a 

J iog/i(7ltOi) = 71 TT. 

678. La solution pent 6tre regardee comme acbev^e, puisque 
les neuf cosinus s’expriment au moyen de 9, <p. Hermile a 
toutefois donne pour ces neuf cosinus directeiirs des expressions 
simples qu’il nous reste k faire connaitre. 

Galculons d’abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai- 
sant ^ = o dans les expressions qui donnent sinG, cos 6, sinco, coso, 
on trouve 

sin 00 = i v/®2 — ^02 cos 6 o = ? 32<^7 sin<po = i, cos<po — o; 

on a ensuite, en affectant d’indices sup^rieurs o les valeurs ini- 
tiales des cosinus, et se rappelant que = o, 

aj = o, ocj == — I, . ag == o; j3g = cosOo, PS = o, pg= — siaOo; 
YJ=sinOo, tS = o, yg = cos0o. 

Rappelons encore les formules de Cindmatique 

cc\ :=:ir(K!i — qccz, a' — rai, = (/aji— /ja^, 

et celles qtTon en deduit par les permutations circulaires elTec- 
tu^es sur les lettres a, [3, y, permutations qui laissent invariabJes 
les quantiles /?, <7, /* aussi bien que les indices i, 2, 3; dans ces 
formules, comme dans celles qui suivent, les accents indiqucut 
les d^riv^es prises par rapport k t. 
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En utilisant ces relations, le fait Lien connu que dans le deter- 
minant 

(Xi ci2 aa 

Pl p2 p8 

Yl 72 73 

chaquc element est egal au mineur correspondant, et les resultats 
deja acquis, on trouve sans peine 

a'2 -H _ asaaH- [Bg 




■+• Pi 


Y aYa H- q' [i) _ jJ-^c 

' — Yi j 


2 a /js 

‘“'E-TS 

cC^ 


\ 

2 (it 




d . . . . 


En ini(?grant enlrc les limites 0 et et on se rappelanl quc pour 
t "*.= <>, a., H- lePa doit sc reduirc a 

— ee siuOo ans e ^oaC; 

cc qui determine la constanle d’lntegralion, on parvient aisement 
a la formulc 

Kn changcant i on — i dans ocuc formulc, cc qui change ^ do 
signe, on obtient 

a;, — ^sjBy C J 

f'*’ ^ o'arcr'y^ ’ 

on sortc quc cl pa soul cnliercincnt determines. 

On a ensuite 


«2 --H £6pa jua 


z:W’A — 74 i; 

Oty **— ” £ 


=* [Siso Ssa*' 5o3« -1- Sosf Sia^l „(/e(x<« t 

— tfsO 0's< 3‘(«> -I- 0 ’ 
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et, par consequent, en tenant compte de la formiile (XVs), 


De mSme 


a, -H 

0*2 0^3 ^ 

a-> — 2fs32 = — 


Ot| -f- ISp; 


= YiTa — ^sYs 
0£2 — 2£p2 

= iS [(^3 62) ^12 So 3 ? -+■ ^ 32 ^ ?23 ^ J '”77/ V \ 

= is (ea — 

CS'2(t» H- ^) C'2<^ C^3 ^ ’ 


Oil, en tenant compte de la formule (XV5), 


«! -H ^‘e&i = i£ ^ e^iBy.a+-K^)t 

OtjL JsSj = — It ~ ^ ^ ^ 

<3*2 ^ f 
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CHAPITRE 11. 


(PREMIERES APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMtoQUE. 


§ I. — Division des p6riodes par un nombre entier 


676. Nous allons nous occuper du probUme qui consisle a 
irouverj quand on se donne^a ^sjOu/r, les valeurs de pcip^g ou 
odi Ton a pos6 suivanL les cas 

a/? CO 1 H- a (/ coj a K iK' 

, , — - ? 


cu d^signant par n un cnlier positif donn6 el par /?, q dcs enlicrs 
quelcon({ucs, teJs toutefoisquc 2 /?, 9.q nc soient pas Lous les deux 
divisibles par /?. Cc probliinc so relic au problfemc dc la transfor- 
mation d’une part, et, d’auire part, *i la recherche des valeurs de 
sn^ quand on sc donne sni/, e’est-i-dire au probl^me 
do la division de I’argumcnt; pour ^2 =■=4? ^ d’ailleurs, 

identique au problOmc de la division de la lemniscalc dont nous 
nous occuperons plus loin. 

Lc problime ne se prdsente pas pour n =j= 2 ; il a did complete- 
meal rdsolu pour n^/{ (u“* 117, 334); nous rdunissons ici les 
formules quo Ton a obtcnucs; les signes supdricur et infdrieur sc 
correspondent dans les deux mombres d’une mdmo dquation : 






K 

2 

K 


i 

Sn — ■ -srar r- » 


cn — =a 


v/F 

a /r+F’ 

,v/P, 


iK' i 

sn — SB -7= > sn 

a ^/k 

iva \/T^k 

CU — i =-» cn 

2 k 


i y'"— -"■ 7 

(In ass 


(In 


K±(K'_ /r4-/r± i?\/i 
%fk 

K±tK^ _ 

^ S/T s/k' 

a /a 
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677 . D’une fagongenerale, les valeurs de jd son l raci nes d’une 

equation fi^y) = o de degre ~ ou suiyant qne /i est 

impair ou pair, equation que I ’on a appris a former aaxn‘^®4b65 
460 et dont on obtient, suivant les cas, le premier inembre 

en remplagant pu par z dans ou dans (CIV); 

suivant que n est impair ou pair, la premiere ou la seconde de 
ces expressions est un polynome en dont les coefficients sent 
des poljnomes entiers en ^3 a coefficients numeriques I'ation- 
nels. Quant a Tequation F (z) dont les racines sont les valcurs 
non nulles de sn-ajr,^^, elle se deduit immediatement de la precd- 
dente; en regardant pour un instant K et K' comme des fonctions 
de T, puis en prenant co^ =K, 0)3 = fK', et, par suite, y/ei — ^3 = 1, 


p(u\K, iK') = 


sn^{u [ T ) 


en sorte que I’dquation F(^) = o resulte de I’elimination dc y 
entre les deux relations 




+ 


(.AO. 


et les coefficients de I’dqaation F(<g) = o sont evidemment des 
polynomes en a coefficients numdriques ralionncls. 

Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qiii suit, du cas 
oCm=:2v + i estun nombre premier impair ; I’dqualion f(y) — o 
est alors de degr6 — i) = 2v(v+i). Puisque scs cocHi- 
cients sont rationnels en ^23 ^33 clle ne change pas qiiaiid on rem- 
place tO|, CO3 par = aco^ -|- Q3 =ya>i + StOg, a, [B, y, 5 etant 
des entiers qui v^rifienL la relation aS — Py = i : cn e/Tct, cos sub- 
stitutions ne changent ni les quantites ^2? ^3, ni la fonction pu, 
De m^me I’^quation F(^) = o, de degrd 2v(v-|- i) en z, nc change 

pas quand on remplace t par a-. P? dtant des entiers qui 

vdrifient Ja condition aS — ^y = i , les nombres a, 0 dtant en outre 

(») (XCVI) Cf. IVouif. Ann. de Mathe'm..^ 3“ s^r., 1. XIX, p. 2 . 
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assujettis a etre impairs, eL les nombres [3, y etant pairs, puisque 
ces substitutions ne changent ni ni sn- 7 z. 

678. Appelons element un couple de nombres en tiers (/?, q) 
ranges dans un ordre determine et qui ne soient pas ions deux 
divisibles par n. Nous dirons que deux (Elements (p, cj)^ q[') 
sont indistincts lorsque les deux nombres p — q — ou les 
deux nombres p+p^ ^ + sont divisiblcs parn, cn sortequel’on 
ait p{ctp^t^ = p{ap>^q^. On observera que Ton pent toujours rem- 
placer un element donn 6 (p, par un clement (p^, qui n’en 
soit pas distinct, et dans lequel p^, q^ soient premiers entre eux; 
on pent mcme jmposcr, en outre, a p', q^ la condition de donner 
comme reslcs, pour un module qiiclconquc r/, premier k /?,, des 
nombres e, 7 \ arbilralrcmcnt choisis, pourvu quo Fun d’enx soil 
premier a o. llappelons, cn cllei, qnc la forme + B, oCi Act B 
soul (les entiors fixes cL ,r un entier variable, pent representer une 
infinitfi do nombres premiers a un nombre entier qiiclconquc C 
])rcmier a A; on obtient Fun cFcnx on choisissant x do mani^re 
quo l(i rcste dc la division de B |)ar C soil i ou uu nombre 

(piclconquc premier a C 5 ccci pos 6 , ou d<5tcrmincra deux entiers 
Xo, po v 6 rificnl les congruences 

p-f-X/A c, </ (jt/A . 7) (inod.^'r); 

Louies les solutions dc cos congruences sent dc la forme 

X - - Xo -i- [j. ' -- po -h ftyt 

X cly (Stant des entiers arbitraires; on prendra 

//.,TpH-Xo/A hnnx, q ix,)n any; 

J’un des noml>rcs p q + ost, par lijpolhosc, premier 

k a; suppOHons (juc cc soit p si p iFcst pas divisible par /i, 

p' sera premier k an quel quo soit^ quo Fon lixera arbitraire- 
mcnl; on choisira oasuiley dc manidre quo q' soit premier p'; 
si p:*: /A osL divisible par/?, "Xf -f- Xo -h premier a (picl 

quo soil X; on choisira x de inani 6 rc (jue X| + Xo -+- ax soit pre- 
mier a n et, par suite, k an; puis, cn observant que q ost certai- 
nement, dans Ic cas present, premier ii/A et qii’il cn est dc m^mc 
dc < 7 ', <{uoI qnc soil^, on choisira de maniiirc que soit premier 



2o8 FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

a).f + Ao -h ax^ et, par consequent, a p' — /2 (>m H-^^o + cix). On 
peat, par example, supposer/?'= i, ^'=o(mod. i6), 

II y a 2v(v -4- i) elements distincts, qu’on obtient, par example 
(n"* 4o8), en donnant a /> la valeur o et les valeurs i, a, v, 
a p Tune des valeurs i, v et a <7 les valeurs — v, — v-l-i, 

o, V— I, V. Nous appellerons systeme complet le Tableau 

forme' par 2v(v-l- i) elements distincts. 

679. En ddsignant toujours par a, (3, y, S des entiers qiii veri- 
fieiit la relation ao — ?Y = i, nous dirons que I’dlement 

< 77: Pi? -i- 07 ) 

est le transforme de I’^l^ment (/>, par la substitution 



Deux elements (/?, q\ (/?', iransformes par une meme sub- 
stitution S donnent des ^Idments distincts ou non, suivant que 
les elements (/?, q)^ (/?^, sont eux-memes distincts ou non. Si 
Ton transforme tous les ^l^mentsdu systfeme complct, par la sub- 
stitution S, on reproduit le systeme complet. 

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 

2= ou a, [3, y, S sont des entiers qui satisfont aux condi- 

tions suivantes : aS — Py est dgal a i, P est pair et Ton a, ca 
outre, a = S = i,y=o (mod. 16). L’int^r^t d’une telle substitu- 

tion consiste en ce que la substitution de ^ i t: ne change ni 

^(t) = yiiiy, ni la fonction sn(z^|T) ct qu'elle change K., e’K.^ 
respectivement en aK.-l- fpK', yK-P* 4 oK' (XL VII, LXXX). La 
substitution inverse d’une substitution S et le produltS2' de deux 
substitutions (n^® 146, 147) qui satisfont aux conditions prded- 
dentes sont eux-m^mes des substitutions qui satisfont i ces con- 
ditions; les substitutions 2 forment un groupe. 

680. £tant donnas deux elements distincts, on peut irouver une 
substitution 2 telle que le premier ^Idment, transform^ par cette 
substitution, devienne le second ^l^ment, ou plut6t n^en soil pas 
distinct. Supposons que le premier ^l^ment soit (o, i) et soil 
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(py q) le second element; (o, i) Lransforme par S devient (y, 8); 
il est permis, en remplagant an besoin (/?, q) par un Element qni 
n’eii soil pas distinct, de supposer /?, q premiers cnti'e eiix, puis 
/? = o, r/ = I (mod. i6) ; on prendra y = /?, 8 = puis, en desi- 
gnant par a^, j3o une solution entiere de Pequation qoL — = i, 

on Jevra prendre a=ao“l-X/>, p=Po-i-X< 7 ; on choisira Ten- 
tier X de fagon que soil pair; la condition qa — ^ j3 = i , qui est 
toujours vdrifiee, montre, d’ailleurs, que Ton a a = r (mod. i6); 
toutcsles conditions impos^es pour que la substitution S soit une 
substitution S sont alors verifiees. La substitution inverse 

cic S, Lransformerait I’element (/?, q) en (o, i), et une nouvelle sub- 
stitution S' du m6me type lransformerait l’(51^ment (o, i) en un 
autre diement arbitraire (/>', q') \ la substitution composite S'S”**, 
qui apparticnl toujours au mcme type, lransformerait done 
ment {p, (/) cn (/>', <?') (')• 

681. Lcs V elements ( r/?, /‘< 7 ), oil r = j, a, v, sont dislincts ; 
nous dirons (ju’ils appartieiinent (\ une m&me ligne. En don- 
nanl fi r unc valour fixe cl i\ /•' Ics valours i, *^4, . . v, Ics ele- 
ments (rr'p, ;vV/) reproduisent la lignc ii laqucllc apparticnl 


(^) Si I’on vouL s^)ccupcr do l'6(juaLioa qui a pour x*acincs Ics valcurs non 
nullcs do ), ot non los carrtis do ccs valours, il osi ndccssaire do modifier 

im pen cc pr(:c(i(lc ct, cn parliculicr, la definilion de deux cldmcnts india- 
tiucts; <leux dl<§rncnts (pUq') scrout indiKtincts si Ton a 


c'cst“£i"dirc soit 


//- p 

soit 


0 (mod. 'i//,), ip — <i o (mod. /i)» 

o (mod. t»w), <l' (*nod. ;/) J 


Ic cas ou pf q scraicnl tous deux diviaiblos par i% eat toujours cxclu. tes dcr- 
niteis congruences inontrent quo Pon peut, si Ton veut, supposer p impair. Le 
Tableau dc» dldmcnts dislincts contient alors n*— t 4v(v -i-i) 61(5mcnts. Deux 
^Idmonts roslent distincts ou indistincta quand on les transforme par unc substi- 
tution S. Kn modifiant b^gAroment la dAmonslration du texte (n* ()7B), on recon- 
natt aisAmont quo Ton pout romplacer uu Aldmenl (/?, q) par un 41Ament(/;^ g') 
qui n'on soit pas di.slinct, ct pour lc(|uel on aura 


p^ tf g'’" 0 (mod. *6). 

D&s lor», on voit de suite qidil y a toujours une substitution S qui transforme 
un Aldment donnd en un Aldmenl donnd, pourvu, bien entendu, qu'on ne distingue 
pas les <^ldmenis indistincts. 
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Felement (/>, ^), carles valeurs absolues des restes mimmnms des 
nombres 7V’^(mod. n) sent les nombres i, 2, v. Un element 
determine la ligne a laquelle il appartient, Le Tableau (T)des ele- 
ments du systeme complet, ranges en lignes, contient 2(v4-i) 
lignes. Les elements d’une meme ligne^ transformes par la substi- 
lution S, restent les elements d’une mdme ligne. Deux el<§ments 
9)^ (P^t ?0 s^ppartiennent on non a la m^me ligne, suivant 
que le determinant pg^ — fig est, ou non, divisible par n; il 
suffit evidemment de demontrer que, pq^ — piq ^Lant suppose 
divisible par n, les deux elements (/?, g), (/?o gi) appartiennent 
a la meme ligne; or, si p est divisible par il en est alors de 
m^me de p^^ puisque q et ne sont pas a la fois divisibles par n ; 
on en conclut de suite que (/>, g), (/?^, qC) appartiennent a la 
meme ligne form^e des ^l^ments (o, i), (o, 2), (o, v); si /> est, 

au contraire, premier h. /2,il existe deux entiers r, s tels que I’on 
ait = pr H- ns, et I’on aura 

pqx—piq ^pq\ — {pr-\-ns)q^p{qx (mod. n)\ 

d’ou I’on conclut que — qr est divisible par n, comme p^ — />/*, 
et que les 616 inents (jo, ^), (pi, q\) appartiennent done k la 
meme ligne. 

682 . Il existe une substitution S qui transforme dctix lignes 
diff^rentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
lignes differentes, choisies elles-in^mes arbitrairement. En verludu 
raisonnement employ 6 a la fin du n® 680 , il suffira de ddmonlrcr 
la proposition en parlant des deux lignes 

Oj (Pj ^)7 • * * j (n? v), 

(1,0), (2,0), (v, o), 

qui deviennent, si I’on en iransformc les 616 naeats par la substi- 
tution S, 

(a, P), (2a, 2P), (va,vp); 

nous voulons que ces deux lignes coincident respeclivcmcnl avec 
celles qui contiennent les ^l^menls (p, ^), (r, s). 

Ayant cboisi /?, q premiers entre eux tels que I’on ail p rso, 
q=\ (mod. 16), nousprenons d’abord Y=p, 5 =5r;nous devons 
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prendre ensuite a = an^ ^ =7^5 H- hn^ en designant par a, 

X des entiers, de maniere a verifier d’abord la condition 


qui cnLraine 


/>p = I, 

(qr — ps)X-^ n{qa — /? 6 ) = i , 


qr — ps esl premier a n, puisque les deux ^Idmcnts (/?, q)^ (r, s) 
apparlionricnL a deux lignes dislmctes; on pent done determiner 
Ics entiers X, [a tels que ron ait 

(qj' — /?,? ) X - 4 - /t fx = r , 

puis, Ics entiers q dtaiiL premiers entre eux, ddterminer Ics cn- 
licrs b do fa^on qiic Ton ait 

qa — i»b p. 

Si r/o7 ^0 sont une solution dc cette dcpiatiou, on prendra 
a X/‘ -H ^ rrsXs -|- n{bQ H- ^,r), 

,.6' dtant un ontier (pie Poii clioisira <lo fa^on. quo p soil puir, oc qui 
osL toiijours possible, puisque nq csl impair; alors, a cause de la 
relation aq — = i, on aura a “--i (mod. i6). 


0815. (les considerations aritlimdliques vonl nous fournir des 
rcnscigiHunonts [)r(5cI(Hix sur les dejuations (fuo vdrlficmt Ics quan- 
liUis j> Nous raisonmerons sur la premidre; Ics 

raisorH)i(un(uU.s sc sim[)lificnt pour la socondc;, c*n oo scnsqidon n’a 
pas bcsoiti <lc Icriir coiuplc des conditions imposdes k a, p, y, S 
on dehors de la rolatloii ao — Py i. 

Fixons tin corps (^) Q, fornid au inoyen d’eUdmerUs nutneriques 
qiielconqucs ct do la foncUiori f (t) ct (sousiddrons une drpialion 
/(is) - o, entidre on dont los cocflitacnts appartiennent au 


(<) Vn corpSf ou doniatne de ralionalitep chC un emembte tic nfunl>rc8, con- 
HluulM ou variabIo«, Ids tine, «i tlcux dl6iuciU» (if^ureni <lans cot ensemble, hi 
soininc, hi pivKluit, lo <[uolionL do cos iloux dldmonU y Hi^urcut aussi. Tons les 
uombres rutiouncls Hgurorit dans uii corps qualoomjue. On pourra, si Ton vcul, 
supposes (jue lo corps Cl compreud ftoulcmcnt tons les iiombruH ralionnels ct 
loULcs los fonctiofts Mtiomiellcs dc <p(t) & coeflicionts narndriques rationncls. 
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corps Q, et qui soil verifiee quand on j remplace ^ par 


= sn2 


2pK-h 2 l^K' 
a 


oil /?, q sont deux enliers donnes, non divisibles tons deux 
par n\ il faut entendre par la que la fonclion analytique de 
/[sn2(«^^y), o], ou T entre dans o, dans sn, dans K el dans K^, est 
identiqueinent mille. Si, dans cette fonclion, on remplace t par 

oti 1 = esl line substiuuion qui salisfait aux con- 

a-Hp' \Y oj ^ 

ditions pr^cisees plus haul (n° 679 ), <p ne change pas, non plus que 
la fonclion sn u qui reste la ni6me fonclion de t/, cl esl rem- 
place par en designanl par (/?', q^) le transform^ par S de 

relement(/?, gr) ; on voit done quc/[sn2(ajp^^^^), cf ] est loujours 
nuL Comme (/?', q') pent coincider avec n’imporle quel element 
dll sysLeme complel, on voit que Fequalion cp)= o, du mo- 
ment qu’elle admet pour racine une des valeurs de les 

admet toules. 

Soil maintenant F(^) = o l’6qaalion m^me que I’on a ap)>ris a 
former au n'^ 677 et qui a pour racines les valeurs non nulles de 
sn2(<7jo^y); ses coefficients apparlienneni au corps Q. II esl im- 
possible que F(s) admette un diviseur enlier en ^ donl les coeffi- 
cients apparlienneni au corps Q. Si Ton avail, en elTel, unc iden- 
tity de la forme 

oh ••• seraient de tels diviseurs, cliacun dc ccs 

polynornes deviendrait line fonclion analjlique univoque dc t, 
quand on y remplacerail z parsn2(r^;3,y); leur produil ¥(z) olanl 
nul identiquement, I’un d’eux, j^ar excmplc, scrail aussi 

idenliquemenl nul; il admeUrail done la racine (^L, par 

suite, toil tes les 2 v(v -I- i) racines 'de F(-5); ilscrail done iden- 
lique a F(x?) a un facteiir constant pres appartenant au corps O5 
I’yqiialion F(5) = o esl done irr( 5 diictible dans le corps G ( ^ ). (*) 


(*) Si I’on consid^re rdquation F(a7^) = o, obtenue cn rempla^ant z par 
cl qui a pour racmes les valours non nulles dc sna^,^^, on rcconnaU dc 
en uUlxsant les remarques conlenucs dans la note du n® 080, qu'ellc esL irriSduc- 
Uble dans le m6mo corps. 
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684 , Geci pose, envisageons one fonction symctrique ralionnelle 
S , z>j) de V variables • • • j dont les coefficients 

apparLiennent an corps Q \ remplacons-y poui' /* = i, 2, . . v la 
variable Zr par la fonction rationnelle (*) de sn^ qu’est 
puis sn-w par z^ ct designons par !!(>:::?) ia fonction de ainsi 
oblenne. Cette fonction R(5r) prend la meme valeur quand on y 
rcmplace z par I’unc quclconque des v valeiirs de 

sn2(ra;,,y) = ^^^(ctrp.rq) = 1? 2, - * V), 

c’esL-a-dire par I’unc quclconque des v racincs de F(^) = o qui 
correspondent aux elements d'une meme ligne du systeme com- 
plct : Texpression 

cst ^galc a 

OU S ( Sll « ^ , S 11 « aa , 4 /V/, Ct^rp.v ? q) y 

puisque Ics nonil)ros /*/?, 2;r/>, vrp sont congrus (mod. n) 
aux noiubrcs dzp, zt Lbv/?, (juc Ics noiubrcs rq^ *>. /v/, 

vr<7 soul congrus (mod. n) aux noiubrcs zizq^ ih 2q^ ±v^, 

cl quo la fonction S cst une fouctiou syiu( 5 tri(iuc dc scs Elements. 
La fonction Il(is), quand on y rcnqilacc z par los 2v(v4-i) ra- 
cincs d(5 ^(-5), n^cst (lone susceptible que de 2(v -I- i)™ // -H i v^a- 
Icurs au plus; nous allons montrer qu’cUc cn a cxaclcmcut ;? -h i, 
niolns dc sc rc'uluiro a un ('ilcnicnl do Q. 

Sujiposons, cn cflTct, quo I’on ait 

<|uoiquc 1<LS oU'nncnls (/), <7), (/>', 7') appartiennont i\ deux ligucs 
(lislinclcs; <!ii I'cinplagaul t: '^~\y gj appai'UciU 

au l.yp« tl('‘fini plus haul (a" (} 7 i>), o,l. cn (I<isignatiL par <71), 
(/'n < 7 )) I**® U'ttnsform< 5 s par 53 <]«s t'‘l<Smcnls (p, q), (//, </'), on 
aurail oncoro 

K(sn*<‘ir,,„y,) =-r 

niais, conunc Ics (f'hhncnla (/?i , i/) ), ip\iq\) p<invcnl apjuirlonir 

(‘) L(!» cooWicienU de eetie foecUon ralionnelle sont des fonclions futk'ros, & 
coeldcicnts numdriquoH ralionucis, dc ^(v). 
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a telle ligae qae Ton voudra 682), il ea resiilterait que la fonc- 
tioiiR(4^) ne saurait pi'endre deux valeurs distinctes pour deux 
racines de requation F(;;) = o, quel que soit le choix que nous 
fassions deces deux racines; la valeur unique de serait done 

un element de Q. 

Si nous ecartons ce cas, on pent done dire que par la transfoi’- 
mation jk = R -(^)3 Tequation F(:;) = o se reduit necessairement 
a une equation G{y) = o de degre {n + i), dont les coefficients 
appartiennent au corps 0; elle est irreductible dans ce corps; elJe 
a pour racines les (/i-h i) valeui's •••? JK/i prend R(::) 

quand on y remplace par sn-a^^^ et (p, q) par /i h- i elements 
appartenant aux + x lignes distinctes du systeme coinpJet; cha- 
cune des racines correspond a une ligne de ce systeme complet. 

Si ys est une de ces racines, les deux equations 

F(^) = o, 

ont V racines communes, a savoir les v racines ---j dc 

F(^) = o qui correspondent a la m^me ligne quejK^ ; ces v racines 
d^pendront d’une equation = o, que Ton obtiendra en chcr- 

chant le plus grand commun diviseur de F(^) etde R(c?) — y^^ cn 
sorteque les coefficients de g{z] ys)^ envisagde comme unc fonc- 
tionde z^ sont des functions ralionnelles dey^ et dcs 4l^menLs du 
corps Q; en d’auLres termes, ces coefficients appartiennent au 
corps Qs forint en adjoignani ys au corps Q. 

Dans ce corps requation cn /(^ ; y$) = o, est, d’aillcurs, 
resoluble par radicaux ; il est aise de voir qu’elle appartient incmc 
au type le plus simple des equations resolublcs par radicaux, car 
elle est En elFet, si A est une racine primitive du nombre 

premier /t, les valeurs absolucs dcs restes minimums (mod./i) 
des nombres A, . . . , sont les nombres i , ij, , . . , v rangds 
dans un certain ordre; de plus, est congru a A. Il r(5s»dtc do 
la que chaque ^ItSment d’une ligne s’obtient cn muUipIiant les 
deux termes de I’^l^ment pr(§c6dcnt par A, et qu’on x'cproduil Ic 
premier ^Idment en multipliant Ic dernier par A. Si done on rc- 
presente, pour un instant, par 9(sn2zA) la fonction rationnelle 
de sn2^^ qu’est sn2(Aa), fonction dont les coefficients sont dcs 
functions enti<^res de <p(t) k coefficients numeriques ratiunncis, 
on voit que les racines 5| , ^ 2 , • • - , -Sv dc requation g(z^ ys) o 
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peuvent 6tre rangees dans tin ordre tel que Ton ait 

j32 = 0(4;i), ;33 = 6(^2)j •••? i)? •51 = 6(4;^); 

c’est Ic caract^re des equations cycliques. 

Observons encore qne sijK^= R'(:?) esl une antre fonction de 
form^e comme K(z) Pa ete, et si Ton d^signe par j/-' , . . . , 
les valeurs de y^ = R^(:;) qui correspondent respectivement aux 
m^ines lignes dii systeme coinplet que les valeurs yo^ j/, , . . y,i^ 
de jK = R('^), exisle une relation de la forme 

= (5 = 0, i,a, ...,70, 

oil designe unc fonction rationnclle de ys dont les coefficients 
appartiennent an corps Q.?; cn elTct, Pexpression R'(^) conserve 
la mdme valcury' pour toutes les racincs dc Pe- 

t V 

qualion cn s, = 0 ; O' = dvidemmenL 

rc=:l 

unc fonction rationnclle (duns 11) des coefficients dc PcVjtialion 
c’csl-u-dirc 

68f>. Dos rfjsultats tout parcils conccrncnl P<5quaLJ0n /(y) o 
dont los racincs sonl les valours dc an lieu du corps Q on 

coovsidfu'cra toutefois un corps 11' formd an moycn d’dldncicnts nu- 
mdriciucs ([uclconques ct dos quantites 

L’eqiialion " = o esl irrddactibic dans le corps lY- Une 

fonction syTn6Lrl(|uc (ou income cycli(|uc) des quantiles re- 

latives a line inOrnc ligno cl dont les coefficients appartiennent an 
corps ly, cst racinc d’une Equation dc degrd dont les coeffi- 

cients appartiennent k cc corps, etcettc (5(|uation ost irrdduoUblc 
dans cc corps si les valours dc la fonction synuUricjuc (ou cy- 
cliquc) consid(b‘6c changent quand on passe d’unc ligno k PauU^c. 
Toutc autre fonction symeUriquo (on cycli(|uo) des mdrncs <jnan- 
titds p(^ip^q qni garde la mdnac valour pour Jes dhhnents d’unc 
infiinc ligne, ct dont les coefficients appartiennent au corps 11', cst 
alors fonction rationnclle de la ])rcmi(>rc. 

Une racin<j dc I’cSquation irrdductiblc dc dcgr<5 (n -+- 1 ) corres- 
pond k une ligno du systdme complct d’('d6mcnts ct les — ~ va- 
lours dc p^/ 7 ,^ pour les eldmcnls dc cette ligno sent racines d’une 
T. (a M. — tv* i5 
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equation de degre dont les coefficients appartlennent an 

corps Q' obtenu en adjoignant cette racine k Dans le corps Q' , 
I’equation de degr6 — — ~ est irreductible. 

686. Parmi les fonctions symetriques des quantites pap^g rela- 
tives a line m^me ligne, qii’il convient d’employer, la somme 
= "^pap^q se presente d’autant plus nalurellement qu’elle figure 
deja dans les formules de transformation (XXI). 11 resterait, il est 
vrai, a prouverj pour pouvoir affirmer que P verifie une equation 
irreductible de degre + i, que P change de valeur quand on 
passe d’une ligne a Taixtrc; dans les cas particuliers ou /? =3, 5, 
que nous examinerons plus loin, I’irr^dLictibilit^^ de I’equation 
en P, dll quatri^ine oudu sixieme degr^, apparait toulefois direc- 
tement sur I’^quation m^me et le changenient des valeiii's dc P 
quand on passe d’une ligne a I’autre en resnlle. 

M. Kiepert a monlr4 que, pour 3, la fonclion 

7’ =V 

R = JJ [?('■«/>,</) - 

7 '= 1 

OU V — ; etait particiiliSrement avantageuse. On reconnait 

de suite qu’elle est une fonction sjmetrique rationnelle des v quan- 
tites p{^"ctp^g)^ puisque p( 2 .rap^g) est une fonclion rationnelle 
de g 2 j gzi sorte quo R peut ^Ire mis sous la forme 

7’=r V 

n 

r -ss 1 

F d^signant une fonction rationnelle de (' )• 


(^) R peut 6tre mis sous une forme intiSressantc que le Icclcur rclrourcra sans 
peine en reprena^nt les formules des n®" 372, 373 (voir VJErrata), On a, cn conLi- 
nuanl designer - par v, et cn dcrivant au lieu dcR, 




■rp, 


-r, (2 


n 








Au moyen des formulas (VI^) eL cn parlant do la dernidre expression de 
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II. — Equations modulaires. 


687 . Considcrons d’abord les deux foactions doublement p^rio- 
diques | o)^, CO3) et p j nombre pre- 

mier impair donn^. La formule (XXL) permet d’expidmer la se- 
conde de ces deux fonclions au moyen d’lme foncLion rationnelle 
de la premiere; les coefficients de cette fonction I'ationnelle de 
|cOi, (03) oil p{u; ^2, gz) dependent des quanliLds pap^o* 
En ddveloppant les deux membres de cette (Sgalite siiivant les 
puissances de ti cl cn cgalant les coefficients de et dc on 
oblicnl imm^diatement les expressions des invai'ianls G25 Gs de 

la fonction p I au moyen de gz ct des sommes 
- 1 // — 1 

2 si, dans ces expressions, on rcmplacc 

/'I /• - 1 

les dcrivees dc p par Icurs valeiirs (KCVlf) cn fonction des puis- 
sances dc j), on a 


(0 


fio 2 j - I ) ,^^ 2 , 

1 

/I 1 rt — 1 

, -U’tOi VI 2/’(0i . 

«:) -- -1 ' 4 <> 2 ;^ J> ’ —Ji ai ^ ■ "n '■'!(«— i V j ; 


r 1 


r cl 


on trouve sann diffuiulU^, cn supposanl /t •- 1, 






oi'i Pon a poHti 


/• V 






rscl 


r 1 

cn parliculicr 

■ ■ [-.;- o : TTn*.(y = pSff - = ^ <■'!'■> 


r, 1 


Cos trunsforrnaUona nlsnltent sans pcinc des fortnulcs (XXXT4), (XXXIIT^), 

(XXXVy,(XXXVnia), (Ll3),(un3); on rappoilo (juVo/ p, q cl<S8ignmudcs onliers 
qui nc aonl pas Lous deux divisiblos par tu Pour plus dc details, vo/r Kikpjdrt* 
Joarml du Crclle, t. H 7 , p. 199; t. 05 , p. aiB. 
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. 1 • r 2 r Wl T 

comme les fonclions sym^triques des quantites p sont des 

V 

fonctions rationnelles de Pane d’elles, P , — p ^ 

7 = 1 

exemple, onyoit qiie G2?G3 sont des fonctions rationnelles de 
P^ (a coefficients entiers); en d’autres termes, Go, Gg appartiennent 
an corps Q[ obtenu en adjoignant P| an corps ou encore, il 
existe deux equations algebriques, a coefficients entiers entre G^, 

Si, entre ces deux equations et les deux equations (XXXVIIs), 
qiii expriment que J (x) sont respectivement des fonctions 

rationnelles a coefficients entiers de G2, G3 ct de 5 3? on eli~ 
mine Go, G3 et ^2, par exemple, on obtient une equation alge- 
brique a coefficients entiers, entre J(^t) et dans cette equa- 

tion ne pent figurer ^3, car si Pon change 0)3 en Xco^, Xtog ou X 
designe un nombre quelconque, t ne change pas, Landis que ^3 se 
change enXr^gz. II existe done aussi (XXXVIIr) une t^qualion 
alg^brique, a coefficients entiers entre k^{nx) el A“('r). 

688. On pent encore reconnailre Pexistence d’une equation 
entre ^A' = \/A’(t) et \J 2 — \jk{nx) en s’appuyant sur les rcsultats 
etablis au n° S 84 , de maniere a oblenir quelques renseignemcnls 
de plus. 

Supposons forinde P^quation irr^ductible F(- 3 )--=o, dc degrfi 
2v(v-hi), qui a pour racines les valeurs non nulles dc sn'-^aT^^y; 
les coefficients de cette Equation appartiennent au corps Q forme 
paries nombres ralionnels et les fonctions rationnelles a coeffi- 
cients entiers de cp(T) = (//f. Supposons aussi formcc P^quation 
G(j/)=o de degr6 2v-+- 2 donton a 6tabli PcxisLencc au 684 cl 
qui a pour racines les diverses valeurs d’une fonction sym^Lriqiic 
de celles des racines de P^qualion F(^) = o qui correspondent 
aux ^l^ments (/?, q) d’une m^me ligne; si les coefficients dc la 
fonction sym^trique appartiennent au corps O, il cn esL dc m6me 
des coefficients dupolynonieG(^).Enfin, supposons formic P^qua- 
tion^(5;y) = o, da degr^ ven qui, lorsqu’on y remplacc j/* par 
une des racines de I’^quation 0 {y)— o, a pour racines les valeurs 
de correspondant k la m^me ligne d’^l^ments {p^q) que 

la racine de Pequation G(y) = o; les coefficients dc Pexpres- 
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sion envisagee comme ua polynome en y ei appar- 

tiennent aussi au corps Q. 

Ceci pose, reportons-nous a la formule (LXXXVI3) qui pent 
s’ecrire 


Cp’-(«T)=/? = 


wir 


r= V 


n 

7’ = 1 


cr^^^NO. 

dn2a;.,o^ 


siyo la racine de r^qualion G(y)= o qui correspond a la lignc 
( I , o), ( 2 , o), . . . , (v, o) du systeme complel d’eldmcnls (p^ q)^ le 
second mcmbrc, qui esl evJdcmment nne fonction symetrique de 
sn“(r/i^()), •••> c’est-a-dirc line fonction sy- 

indtrique dcs racines de I’equation cn Xi)) — o, s’expri- 

mera au moyen d’line fonction rationnclle li.(yo) de dont les 
coefficients appartiennent au corps O; il en sera done de m^ine da 
premier nicmbre cp^(/?T) ou y//. 

Si, maintenant, dans I’cqnation G(y) = o, de dcgr6 av + a 
on on fail la transformation iv ~ W (y)^ on obtiendra unc Equa- 
tion on O’, de dcgrE iiVH- —n H- i, dont les coefficients appar- 
tienuent au m6mo corps i), ct quo vErific \/l; cettc equation pout 
Eire formEc, cn suivautJa methode prEcEdente, par dcs calculs 
purement algEbriqucs; nous cn donnerons dcs cxcmj)lcs pour 
/? rj*:; 3 Cl /h = 5. Gcttc E([uation csl (lilc Equation modulaive. On 
Etcnd d’aillcnrs cc nom il d’autros Equations analogues* 

Obsorvons quo Ic memc raisonnement s’appliquc mot pour mol 
a la ([uanlitE 


M 


s/1 


If 


sn^a 


Cp2/f (t; ) 


r,<» 


fi 

r ' t 


i^n*a 


/,() 


(Ic FEipiation (LXXXVIh) ; on fonnera ainsi Vi^qantion an mul'- 
tipUcalenr, entre M ct <f (' 7 )) Equation qui sera encore du degro 

V h "h 1 cn M* 


089. On pout sc placer, pourdEfinir TEquation modiilairc (^ ), h 
un point dc vuc tout autre, d’ofi nous allons voir que la fonction 


(‘) (\f, M. Kuauhk, Theono der Doppeltperiodhchm Functionen, t. 1, 
j). ao3 ta HuivariUss. Lo Iccleur qui voudra pousscr plus avant I'dLudc dcs Fonc- 
tiona cinptiqties il rA.lg6bre poumi constilier le troUiEme Volume des Fonctions 
(dlipiiqim dc lUtruKN, ct aurtoullca ElHptische Funotionen dc M. 11. Webkh. 



220 


FO^’CTIONS EILTPTIQUES. 


elle-m 4 me est racine d’une equation algebrique, de degre 
71 4 - 1 5 dont les coefficients sont des poijnomes en o(t). 

Si To est une solution de I’equation cp(T) = «po, ou ©o ^st donne, 
toutes les solutions de cette equation sont des transformees 
lineaires de To rentrant dans le type du Tableau (XXc), 

el pour lesquelles on a 

70-1-02 — 1 = 0 (mod. i6j, 

comme il resulte du theoreine du n*^ 525 concernant les solutions 
de F^quation 

?H'^) = 

et de la formule (XLVI^5 cas i”) qui se rapporte ^ la fonclion o. 
Toutes les valeurs de la fonction cp(/iT) sont done de la forme 

? 5 1^5 T? 2 d^signent des eniiers verifiant les con- 

ditions pr^c^dentes ; il est bien aise de voir que ces valeurs sont au 
n ombre de 714- i. 

1® Si p est divisible par 72, on a 


r n(y -f- otq) 

L a | 3 t:q 



= «p(/iT:o); 


en effet, les nombres a, 0 v^rilient les conditions impo- 

s^es; d’abord leur determinant est egal a i ; puis la condition 
yo-ho ^ — i = o(mod.i 6 ), supposant S impair, implique y-so 
(mod. 8 ); en ajoutanl membre k membre les deux congruences 


on trouve 


(/i — 1)78^0, 754-0^ 

ny,o 4- 32 — 1 = 0 


i o (mod. t6), 
(mod. 1:6). 


a" Si p n’est pas divisible par n, on peul determiner cin(| 
nombres entiers a, b, c, d, ? tels que I’on ait 

ra(Y-+-STo) ~ 

n 


et cela quel que soil Xn. Il faul pour cela que les nombres a, p, 
ny, /iS soientproporlionnels 4 / 10 ! — 6 $, 6 , nc—- d^, d, et comme 
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le determinant des quatre premiers nombres est egal a /i, ainsi 
que celui des quati*e derniers, le facteur de proportionnalite ne 
pent 6Lre que zfc: i ; supposons qu’il soit H-x, ce qui ne restreint 
pas la generalite dela solution, et cherchons a satisfaire aux. Equa- 
tions 

na — 6^;= a, & = P, nc — d\=-n^{^ = 

on en tire 

6 = p, = 71 0 , c = Y -+- 5^, na = a -f- p£ ; 


il siiffil Evidemment de determiner i de maniere que a-4-[3| soit 
divisible par /i, ce qui est possible, puisque (3 est premier a n \ rien 
n’empEche meme d’imposer ? la condition d’Etre divisible par 
im entier quelconquCj premier a n, par excmple d’Etre divi- 
sible par i6; 6, c, ^ EianL ainsi dEterminEs, et a, d Etant 

impairs, c pairs^ comme il rEsultc des expressions memes de ccs 
qualrc nombres an moycn dc a, (5, y, o, on a (XLVli), 


cp 


a -H pTo / 


Ctl 4- — - I 



d’ai Hears , cd + — i = (y -+- o|) n 5 -+- , si Ton sup- 
pose i divisible par iG, csL congni (mod. i6) h nyS -f- — i, 

cl, par consEqucnl, puisque yS -|- — i csi divisible par i6, 
(n — i)y3 -h — r) o‘*^, cl, pur suite, t\ n - — i ; on a done 


T 


L±3'Co\ 

a H- p-To / 


w» — 1 


= (-•) 



090. Los divcrscs valours dc (p(/iT) scront done les valeurs 
dislinclcs dc 

<p(/»To), (—,)•" y 

(juc I’on obtiendra, par cxemplo, cn donnanl Si X Ics valeurs o, i, 
n — I. On. rcconnatl, d’aillcurs, Lrt^s aisdmont que Jes 
valeurs ainsi oblcnucs sonl cflcclivcmcnt dislinclcs, sauf pour des 
valours spdcialcs dexo- 

Il est clair, par ce qui prdcddc, que la substitution a x# d’unc 
valour do x telle qu’on ait ^(x)=y(xo) n’en peut altdrer Fcn- 
scmblo. Les fonotions symdtriqucs dldmcntairos do ccs(/i-f-i^ va- 
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leurs seront done des fonctions algebriques de Oq = cp(To) qui ne 
sont susceptibles que d’une seule valeur, quand on se donne 
e’est-a-dire des fonctions rationnelles de a coefficients nume- 
riques. II existe done une equation algebrique w) = o, en- 

ti^re, a coefficients numeriques, entre pp = (p(nT) et u— 
degre + 1 en On voit de suite qu’une telle equation, ne de- 

vant pas changer par une substitution lineairequi n’altere pascp(Tr), 
est irreductible dans un corps forme de nombres et de fonctions 
rationnelles de (p('z) a coefficients numeriques quelconques; nous 
la supposons debarrassee de tout facteur ne contenant que ii; ellc 
admet les racines 

(ff=(p(nz), — i) ® cp ^ y (X = O, I, 2, . . . , 

L’^galit^ 

r|^(_j)“T- ^(t)J =0 

^tant v^rifi^eidentiquement, on voit, en y changeant t en /it, que 

I’equation R [( — i) ® u, (vj = o est verifi^e en m6mc temps 

que F^quation R((V, w)=o, qui, ainsi, ne change pas quand on 
1 

change en ( — i) ® u et u en cp; d’autre part, Je changement 
de T en T -4- 2 (XLVg) montre que I’^qnation R((t’, u) = o ne doit 

I n 

pas changer quand on y remplace u par i^u ct w par (v. On voit 
ainsi, en particulier, qu’en regardant u ct tp comme du premier 
degre, I’^quation R((p, u) = o est aiissi bien du degrd /i+ i en u 
qu’en (p, qu’aucun terme du polynome R(w^, u) ne pent 6trc do 
dimension impaire, qu’aucun de ces termes ne pent non plus con- 
tenir une seule des deux variables (p, a k une puissance qui ne soit 
pas un multiple de 4 • 

691. Ces remarques permetient de r^duirc notablcmcnt le 
nombre des coefficients numeriques de ce polynome, qu’il rcstc k 
determiner. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynome ^crit 
avec des coefficients ind^termiu^s, <p = y et = q(t) par les 

d^veloppements entiers en que Von d^duit imm^diatement des 
formules (XXXVllIi) ; on ^galera ensuite k z6ro les coefficients des 
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1 — 

diverses puissances deq^, Sauf lefacteur y/ 2 , qui disparait a cause 
de la parite des termes de E.((P 5 iz), ces coefficients sont enliers; 
on aura done, pour determiner les coefficients de zz), a 

resoudre des equations du premier degre a coefficients entiers; 
les solutions seront des nombres rationnels, ou m6me, si Ton 
veut, entiers, Les coefficients de requation R(c^^, ic) = o, consi- 
dcree comma une equation en appartiennent done au corps Q. 

692. On ecrit habituellement cette equation Vequation mo- 

n- —1 

diclaire proprement dite, en y rempla^ant iv par ( — i) ® p; 
die a alors pour racines 

(— f (“77^)’ (X = 0 , t, a, w — l). 

A I’dqualion R((v, it) = o qui relic les deux fonctions (v = ©(/it) 
clz/ = (p(’r) correspond uno equaliou loulc scmblable reliant les 
deux fonctions «’= ']/(x) cl u = 'h{nx). Si, cn cfTol, dans I’dqua- 
lion 

Rltp(/ix), (f(T)J = o, 

<|ui cst vdrifidc idcntiqucmcnl cn t, on reinplacc x par — ■* > die 
(Icvicnt 

Lc infimc mode dc raisonneraent pcrmcl dc prouver I’cxislcncc 
d’unc <5([uation algdbriquc it cocfncicnts entiers, cnti’e J(/ix) ct 
J(x) qui, qnaiul on regarde J(x) comme donndc, a pour racines 

J ( /tX J I); 

die cst du degrd n - 4-1 par rapport ii chacunc des quanlitds J(nx), 
,l(x); die cst irrdductible dans le corps formd par Jes nombres 
rationnels. 

11 convicnl d’insistor, enfin, snr cc quo les formulcs (LVITI) 
d<! Sclu’('Ucr permettent d’obionir directoment des <5q nations mo- 
dulaircs pour chaque nombre premier impair donnd n; nous cn 
donnorons des cxempics pour /r = 3 ct n — 5. 
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§ III. — Problfeme de la transformation. 

693 . Le probleme de la transformation pour des fonctions clou- 
blement periodiques quelconques d’une meme va- 

riable u consisle a recbercherla dependance dans laquelle doivent 
se trouver les couples de periodes primitives de ^(u) el de 
pour que ces deux fonctions soient liees par une relation edge- 
brique* Ce probleme se ramene immedialement a celui de la 
transformation pour la fonction pu^ puisque 033) ct 

p{u I Cl)^ , (03), d’une part, et , ^3), d’autre part, 

sont li^es par une relation algebrique. Si p(i^[<j)<5 033) ct 
p(?^| Qi, ^3) sont lines' par une relation algebrique 

/[p(3^|tOi,a>3), p(z^Uix, Qs)} = 0 , 

on voit aisement, en I’envisageant comme une identity en u, el 
en y rempla^ant u par u augmente d’un multiple entier qucl- 
conque Hi de 2co^, que Ton a aussi 

/[p(u 1 tOi, a>3), jd(w- 4- 2rtitOi [ill, O3;] == o. 

Puisqu’une Equation algebrique ne peut avoir qu’un nombre jQni 
de racines, cette relation envisagee comme une dqiiation en 

p(ZA~4-2/^iCOi I Qi, Hi) 

permet, puisqu’elle est verifide quel que soit I’cntier rii , d’affirmcr 
que parmi les multiples (entiers) de 2tO| il y en a cerlainemcnl 
qui sont congrus a o, modalis 2£ii, 2^3; on verrait do m6mc que 
parmi les multiples (entiers) de 20)3 ily en a cerlaincmcnt qui soul 
congrus a o^modulis 2a4,2n3; en sorte que, pour que deux fonc- 
lions pu puissent ^tre transform^es Pune dans FauLre, il fauL n<5- 
cessairemenl qu’il existe cinq entiers p, a, b^ c, d (que I’on pent 
toujours supposer sans diviseiir commun), Lcls que I’on ail 

jJLO)! = <7^1 *+- 6 ^3, pWa = CQi -f- 

Soit 6 le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, 6, c, rf; 
nous savons, par la ih^orie des substitutions (n^^ 133 ), que I’on 
peut determiner des couples (co', to^), (sa', rcspcctivomcnt 
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equivalents a (cOi, tOg), (£2i, ^3), et tels que Ton ait 

= p oQi, 1^0)3 = 01^3. 

Si Ton d^signe par v le pins grand commiin diviseur de [x et do 
y et par m, n les quotients dc ces deux entiers par v, on 
pent d’ailleurs mettre ces relations sous la forme 
/;? to'j = no li'i , mv o>3 = 0 lig ; 

m, n aiissi bien que />?, 3 et que v, 3 sont premiers relatifs. 

De ces relations on deduit que I’on a 


<rou, a cause dii Lh6orcme de l’homog(!in6itc, 


3«J1 ($1! ^ = wSj > (^mu j U'l, ; 

mais p(3f^) csL unc fonction ralionnelle dc p{u) form<5c avec les 
m^mes p<Sriodcs; le num<3ralciu' cst dii degrd 3®, Ic d<SnominaLcur 
d’lin dcgr6 inf<Jrieur k 3^; cn ap]>ljquant les formulcs (XXI4) et 

(Clll/,), on voit d’aillcurs que — csL unc fonction ra- 

tionnellc dc p{u | o)'^, o)!,), e’est-a-dire dc p(u\iOi^ donl le 
aum<5vaLcur csl du degrti n, le diSnominateur du degre n — i; 

j*)^3wj!^> 0)3^ ostdonc unc fonction rulionncllc dc | C'n ? <‘>3) 
(lont Ic riunKiratcur cst du dcgr<5 //3^, le d6nominatcur d’un degreS 
inf<5riciir a /i3^. Dc m6mc a'^i, csl unc fonction ration- 

ncllc do clont lo numdrateur csl du degrd Ic 

(Idnominalcur (Tun degrd infdricur k A.insi deux fonctions 

j)(e/|o),,ti)3), no pcuvcnl dire li(5cs par unc relation al- 

gdbrique quo si dies sont aussi lu5cs par unc relation dc la forme 


K[j)(Ai I (i)t, wa)| — 

oi 11 ct III sont dcs fonctions ralionnoJlcs dont les numdratcurs 
sont do degrds rcspcctivcmcnt dgaux k /n^v ct dont Ics ddno- 
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minateurs sont de degr^s inferiears a nS-, m-v; /?i, 3 , v sont 

des entiers qui doivent verifier la condition que m, n d’line part, 
7?2, 0 d'antre part, et enfin v, 0 soient premiers reJalifs. II n’est pas 
difficile de montrer que ces entiers sont les m^mes de quelqiic 
facon que ron choisisse les periodes 2co', ou an' , equi- 
valentes a 2co^3 2033 ou 2^3. 

On reserve le nom de transformation primitive a celles qui cor- 
respondent au cas ou /n = S = 5 = I ; est le degre de la trans- 
formation primitive. Ce qui precede met en evidence que toute 
transformation pent s’obtenir au moyen de transformations pi'i- 
mitives. On voit aussi comment les equations modulaires corres- 
pondant a une transformation quelconque dependent des Equa- 
tions modulaires correspondant a une transformation primitive, 
dont nous avons parlE au § II. 


§ IV. — Bivision des pEriodes par 3. — Inequations modulaires 

correspondantes . 

694 . Nous avons forme (CIV2,3), et explicitement au bas du 
Tableau de formules (CIV), Tequation 'F3(;^)=:o qui, par la 
substitution yz=.pu^ prend la forme 

3 ^>*2 

fKy) = 3y‘ — - 7 ^ = o, 

et dont les qiiatreracinessontp^? p . Si, enlre 

cetle equation et I’equation (XGVl), 


qui suppose \/c?^ — C3 = i , on Elimine y/*, on obticnl iminEdiate- 
menl I’EqiiatiojQ F(:;)==o, donl les quatre racincs sonl sn^ 

sn- En tenant compte des relations (XCVI) 

(nM 49 ), 

^2 = — r), 


== -H 0 {%k^ — I ){k^ 2 ), 
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on parvient aisement a I’equation 

F(j^) = h-4(i 4 - 4-2) ^ „ 3 ^ o. 

Par la substitution z = kzj cette equation se transforme en 
(l) (z2 t )2 = 4 (i — pz 4- z2), 


ou 


p = 4 + 


I 



Jes racines de cette equation sont les carres dcs valeurs que prend 
la fonclion de Kronecker (LXXV 3 )lorsqu’on yremplace ^ 

i T I rh: T 


par-,-, 


On peat deduire dircctement I’^quation (i) dc regalit<5 




c(ui a manifostcmcnl lien pour n ~ 3; cn posant z = 4 ct 

tenant compLc dc la forinule dc duplication (LXXXV^), on a, cn 
offct, 


1 







kA) 


(i~.z 2;2 


on supprimant Ic factcur ~z on rctombc sur I’djquatiou (j). 


69^5. Si Ton (l(3sigrKi par Z|o lu racinc dc I’cqualion (i)([ui corres- 
pond a lYdenicnl (i, o), on a d’aillcurs (LXXXVIa) 


ynS-c):"/? =(//>)’ 


„ >■ K 

c.u» , 

aa 2 




il suffvl (Fcliinlncr Z^o culrc colic (Squalion cl l’(S([ualion (i), dans 
laquclic on a rcmplacd Z pur Zioj pour obtenir nnc <5<piation 
cnlrc cl cp^*(t )5 I’dqnation 

[ cp4(t) — (p^(3t) p 4«p8(T) «p2(3T) [ I — cp2(i:) (y*{^3T)]% 

{\ laquclic on parvient ainsi, cnlratnc imm6diatcmcnl la relation 

<pfr(T;) (p4.(3T;) s=* 2 Cp( T ) f ( 3 t ) | I — '»« ( T ) Cf® ( 3 T ) |, 
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puisque les premiers termes des developpements des deux mem- 
bres (XXXVIII^) suivant les puissances de sont egaux (ils sent 

tons deux egaux a H- Eii posani 

It = o( ZJ, p = — o(3t), 

on obtient I’equation modulaire proprement dite (pour n = 3) 

( 2 ) (>'*— le'* — 

696. On va verifier que cetle equation ( 2 ) se deduit aussi dc 
Tequalion (i) par une transformation ralionnelle. On a, en efTet, 

v /7 _ (/c^z)( x ^ 1 — pz-+-z^ ^ — 

Wly'^ A-'(I— Az)"- (I— /:z}^ 4(r~/:zj2' 

la derniere egalit^ resultant de Pequation (i); on en conclut, en 
extrajant les racines carrees, 

cp (St) I — 

2{i — Az;’ 

car il esL bien aisd de voir que le second membre de ccLic egalil6 
doit, comme le premier, ^Ire positif pour dc grandes valeurs po- 
sitives de “• On n’a plus qu’a faire la transformation 

— . 

2(1 — /cz)^ 

en reinplagant dans (i), i — par 2(1 — cn romarquant 

que le second membre pent s’6crire (i — /cz)^i — sup- 
primant le facteur i — kz qui, en vertu de (i), nc pent s’annulcr 
que si = i, on trouve 



r^limination de z, enlre cetto expression de ol cello qui csl 
fournie par la transformation ralionnelle elle-mfime, donne enfin 

/,2y4 — — r = o, 

et, en posant on retro uve r<5qualion modu- 

laire (2) entre zz = ?p(t) ct = — ?( 3 t). 
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697. On a d’ailleurs anssi 

= (j — - — — [(i — w'O (i-h o'OJ [(i — ) (i +• 

= ( I -f- r'* — u'* — f'* ) ( 1 -h u'* — v'* — ) 

= ( \ — u'*V^ “h 2 Zip — 2 p* ) ( f — Zi'" p'" 2 ZZP -4- 2 ll^ p3 ) 

= ( 1 — ll' p'* ) “ 40 Zi- p^ ) Zi^ (’2 ~ ( I __ 2^2 (,2 y. 

= [i^o2(t)^2(3^)]V; 

on en deduit imnicdiatemcnL, cn exLrayanl la racine qnatri&me, 
la relation 

o2(T:)cp2(3't:)-Ht}^2(T;)^j;2^3T;^ =: T. 

ou encore 

v/r/ H- s/Il' = r , 

e’est sous ccllc forme que l^egcnclrc {Fonctioris elliptiqiieSy L. I, 
p. 23 o) a donne Ic pi'cniier I’^qualion modulaire pour n = 3. 

698. Plaeons-nous mainUmanl an point do vuc dii n‘^ 691, et 
proposons-nous d’6Lahlir dlrcclomcnl requalion modulaire entre 
zi:T=(p(T) ot r-= ^^(3 t:). On sail qu’clic esl du qnairiimo dcgT<5 
cn tlu qualriinio dcgr6 en qu’aiicnn de scs icrmcs ne pent 
6lro do dimension im[)airc cn (v cL qu’aucan dc scs tcrrncs nc 
pent coiilcnir (TM)a zi s(mi 1, a une puissance qui nc soil un mul- 
tiple dc 4; die esL done n(5ccssaircmcnl dc la forme 

(n,,) zz/' H- a.i H rz^ ^ j ^y•A 

-1 ' ( Cu If '* -1- z *2 zi^ ) w"*' h ( di zz^ -t- i /3 n ) (T» -4- Co ZZ^' s=r o. 

Si Ton idcntific ccLlc equation avee Ics deux dquations quo I’on 
obtienl on y rcmpluQanl, d’aneparl, iv par — zi, u par Wj d’anlrc 

part, u par «*zz, fr [>ar on voit quo : 

ou bicn 

ff ^ - ZZa /Z3 -T Ci) r- rr: r/ 1 ss: O (U. Z?o H- «/, = O ; 

OU bien 

zZg /Z3 ^ di iZ', /zi ”5 i/a " Z'o ^ o j 

la promiftre alternative cst scale possible, car dans la sccondc 1’^- 
quation modulaire ncscraitpas irrzSductiblc; I’iSquation modulaire 
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est done necessairement de la forme 


-{- bt -h di upp = o. 

Si^ dans le premier membre de cette equation, on remplace 
ii = cp(T), 'f ( 3 t) par leurs developpements (XXXVIIIt), on 

i ® 

obtient, en egalant a zero les coefficients de <f' et de les rela- 
tions 

— c/3 = Oj bi H- d^ = O, 

en sorte que I’^quation cherch^e est 

(p'f — — 2 1 UW = o . 

Pour w= — ^5 on retombe sur I’^quation ( 2 ). 

699, Cette m^me equation ( 2 ) se deduit aussi de la formulc 
(LVIII 4 ) et e’est peut- 6 tre par cette voie que Ton apergoit Ic 
mieux la source commune d’oCi d^coulcnt toutes les Equations 
modulaires (*). 

Si nous faisons, dans cette formule, a= i, p = 3 et, d’unc part, 
X = y— — I, d’autre part, x-=jy y = — pxiis que nous ajou-* 
lions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 

3^3(t 3t) H-2r3(HT)2r3(f| 3 t) 

= 2 3 ' 3 (o| 4 '^) ^■3(0 1 1 2^) — 2^^ 2r3(2'r I 4^:) 3*3 (6t: [ 121:). 

Sil’on transforme le premier membre de cette dgalil 6 , en appll- 
qiiantla formule (XLi), il se presente sous la forme 

[^3(il4T) + 32(i|4T)][33(HxaT)-+~2r,(ilT2T)] 
-H[2r3(4|4'c)+^2('il4'c)][Sr3(|li2T)^3,(|li2T)]; 

quel que soil T, on a d’ailleurs (XXXIV) 

STadlx) = — ^adlx) = 3 i(o 1 t) =0; ^3 (|x|x) == e"" ^ SraCojx) ; 

^sdlx) =33d|T) = 34 (o1x); 

I’egalitd prdeddente pent done s’dcrirc 

(^14''^) ^4- (n 1 1 2 T ) = ^3 (o j 4 2 r 3 [ 1 2 t ) — - 3*2 (n I 4 ) ^2 d 1 121 ?). 


(*) Voir Journal de Ltomille, 2" s«5r., t. Ill, p. 260; i858. 
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Cette equation, dans laquelle on pent supposer t remplace 
par est manifestement identique a I’equation modulaire ( 2 ). 

700. Observons en passant que I’on obtienl, par le m^me pre- 
cede, dcs equations analogues enposant dans laformule (LVIIIi), 
ecrile pour a = i , j3 = 3, au lieu de 

^=h — h et rr==|, r = — h 

soit 

07 == 2 z j:, jr = ' 2 'u — -f, et a: = 2 'z -hjy y =z — f, 
soit 

= — et ^=4 t:- 4--|, f-; 

on parvient ainsi aux relations 

— (o I .^4 ( T I 31:) = Sr3(o |T)2rj( z\ 3 'z) — t 13 t), 

!J4 (o I t) ( 2T I 3i:) = ^■3(0 I I 3t)-— .%(o | T)2r2('2'c | 3 t:;. 


701. Ij’equation au iniiUipUcateur s’oblicnt en cdiininanl z entre 
ies deux <3quations 

M Z (l — Ax) r~: A — X, z'» — G z‘-* H- 4 p 55 — 3 =0. 

(jCS (iquations soul Gquivalcntcs aux deux Gejuations 

Az2 -^o, A'z2-4-B'z-hG'==:;o, 

ofi 

A-Mh I, IJ -= 3AM2-~r)/M — A-, n h-M, 

A' ---A-M, ir-iMn-t, C'r-.— A-; 

l’('‘(juatioii au niultiplicatcur est done 

(A(r— A'G)» H=(AB'~-.AM})(IUi'— B'C); 

eu divisant Ics deux membros par — i)'*^, et rcSdnisanl, clle 
prend la ibnno 

3 8 (i — 2 A-2 ) H- G 1M» — i - o. 


LY'qualion /(y) - - <> dans laquelle se transforinc [’(iqiiatiou 
r : o par la substitution y = j)// (n‘* 001) (Hunt du qua- 
Iridine degrd eu y, est resolubhj par radicaux; il on est dc m6mc 
T. ctM.— IV. in 
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de I’^qualiott F ( 5 ) = 0 . En general, ces Equations ne sonl pas ab^- 
liennes. 

702. Dans le cas ou et sont reels, il n’est pas difficile 
d’ecrire explicitement les valeurs des quatre racines de I’dqua- 
lion /( r) = 0 dans laquelle se transforme Vequalion T,((i/) = o 
par la subslitution y = pu. 

Convenons de designer par s la racine cubiqne iinaginaire de 
I’linite dont [’argument est ~ ou suivant que Ic discriminant 

() — Ts is! ^7 rt 5 ) 

est ndgatif ou positif; par F la racine cubique rdelle de — ‘ifj’; 
par < 7 , b, c les quantites 

S S" 

^ = T2^2'+-ir, & = -j^^24-gr, + 

par sja la racine positive de a; par y/6, sJc les racines de b et de c 
dont la partie r^elle est positive; il est aisd de voir quo y/6, \jc 
sont imaginaires conjugudes el que le coefficient dc i dans la 
partie purement iinaginaire de \/6 est positif. On a alors 

L’ordre dans lequel on a dgalc les quatre racines de I’cquu- 
tion f(^y)z=.o aux nombresp-p> ([(Sid*. 

mind par la condition que J)— p soil rdel et positif, I'dol 

et ndgalu ; p- s exprunc au mojen dc j) j) cl dii 

produit j/ ip, paries fonnulcs d’addition. 
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§ V. — Division des periodes par 5. — Equation modulaire 

correspondante. 


703. Ati lieu de former directement I’^quation = o el Tcqua- 
tion f{y) = o, du douzieme degre en qui en resulle par la 
substitution y = p equation qui a pour racines les douze valeurs 

que pent prendre rcxpression pOp^q pour ap^q = — — — — ^ 

nous formerons les Equations du sixi^me etdu second degr 6 donl 
sa solution depend. 

Soicnt 


En posant y = on pout dcrirc (CTII 7 ) 


(0 




ot ccttc (Squalion, si I’on rcgardc V commc <5gal 




cst aussi bicn v(5rifi<!ic par p((^(p,q) quc par p( 2 a;,,^), puisque I’on a 


Ic polynomc 


pCa'^^/v/) = p(«/v/); 


(r* -I- 1 (y — F)(/i73 _ ^ 


doit done 6l.rc dlvisil)lc pary^ — Vy i- Q; on ecrivant qti’il cn csL 
ainsi, on obtiont los deux Equations 

(2) (;i>Q -=p.lH- O, 

d’oi'i I’on ddduit 

.( 3 ) ^ 0 - 40 - 5 I>* ^ ^-3 P - "> 6^1 0. 


Cotlo <5([uatiou CHt irr<5ductiblc dans Ic cor[)S Q form(5 par les 
fonctious rationncllcs do h cocftioicuts enliers, |)ius(fuc cu 

la rdsolvanl, |)ar cxcinplo, commc unc 6qualion du second degr(5 
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en § 3 , la quantity sous le radical n’est pas un carre parfait. 11 suit 
de que les six valeurs de p{ctp,q) ■+■ p{^^p,q) soul distinctes (* ). 
P dtant determine par cette Equation, on determinera y par 
I’equalion 

On voit que toutes les fonctions syinetriqaes emigres de 
p{ap^q)^ ^onl les coefficients appartiennent a Q, seront 

des fonctions rationnelles de P dans le meme corps. 

En eliminant P entre les Equations (3) et (4), on obtiendrait 
Tequatioa du douzieme degre /(y) = o, ayant pour racines les 
douze valeurs que pent prendre pctp^q pour n = 5, equation que 
nous avons ^vite d’ecrire. 

704. 11 n’y a aucune difficulte a former de m^me requation du 
sixi^me degr^ qui adnaet pour racine la quantity R introduitc par 
M. Kiepert. On a, en effet, pour n = 5, 

R=^[p(ap^q)—p(2ap,q)][p(2ap^q)--pUap^q)]=--[p(ap^q)--^p(‘^ap,q)]^ 

= — [pi^P.q) 4pK^,7) P (2 

== 4 Q ^ P 2 I p 2 X I ^ ; 


(^) Faisons en passant sur la forme de I’equalion en r quclques observations 
qui s^6tendcnt aisement aux (Equations analogues pour n premier impair. 

Lc coefficient de la plus haute puissance dc p est niimtoquc et les uutres coef- 
ficients sont entiers en ^ 3 ? pouvait ^ti'c prevu, car ce caractcre, commo 
on Ta vu au n° 457, appartient au polynomc en y quo Ton deduit do 
quand on y rcmplace pu par y; il appartiendra done uussi, en vertu dc Ja 
th<^orie des fonctions symelriques, a PiSquation S(;5) = o, ayant pour racines les 

sommes de — racines do I’equation cn y ct tous Ic^ diviscurs enhors cn js^ 

gj, ^3 qui nc sont pas divisiblcs par un polynomc cn or lc premier 

membre de rdquation en r cst un tel diviseur, puisquc scs racines soul ccrlaines 

sommes dc racines de I’dqualion enjK. 

D^autre part, Ic polynomc en p cst unc fonction homogi^ne dc p, quand 

on regarde ces quantit<5s comme du premier, du second, du troisi<'mic degrd; 
cela pouvait aussi dtre prdvu par rdquation d’liomogdnciitd ( Vllb, ). 

Ces remarques montrent que, pour former rdquaLion cu P, on n’a i\ dotertnincir 
que des coefficients numcriques; cn particuher, il cst certain quo Jc Lonue on P" 
manque toujours dans Pdquation ca P. 
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il suffit done d’eliminer P entre les deux equations 

pa ( 3 R— 5-2) P — %g 3 = o, 

Ps — 5^2 P^ — 40^3 Ps — 5^1 ps — S^a^aP — 5^1 = o, 

on encore entre les deux equations qui leur sont ^quivalentes 

P®-+-( 3 R — ^2)P — S% = o> 

9(R*-+-^2R — ^i)P*-+-54ir3CaR — (?2) P — 8i^| =o; 

on trouve ainsi, sans aucune peine, I’equation 

'r(R)= SRs-t-ia^sR'’— f6ogR3-t-256g'^ 

= ( 5 R» 2^2 R -H 5-1 ) ( R" -t- 0-2 R + )= 

-t- 275^(10 R 3 — 25^ -1-27 = o, 
oil 

(y —i— ^ rr% __ on ^2 \ 

V) — 1 0 Vt» ^ 

Cl Ton obtient, cn passant, I’expression que voici dc Pen foncUon 
ralionncllc de R, 

p 


705. Pour n — 3, les Equations modulaircs cnlrc G3 

sc deduisaicnl immidiaLcmcnl clcs <3qnations (i) dn n” 087, 
puisquc pour n = 3, v cst cgal a t, cl quo, par suite, on a sim- 
j dement 


2: 


•y.rtoi 

n 


= I\, 




2rct>i 

u 


= Pi, 


2r(0i 

n 




7 * = J 


Pour n r=: 5, il faul fairc suliir i ccs 6qualions unc Idgcrc Iransfor- 
inalion. Puisque JJ p sont racincs dc I’dqualion (/[), on a 
d’abord 


„ 'A">1 , 4''>t _ 1> 

J, — I- l) I ,, 


4 0)i Pf -f- Y IN A'’.'! . 

J’-5- 

- 61*2 

on cn ddduit 



aw, , .4wi 
P* -5- -H P* -J~ 


3P, ’ 

awj , 4wi 

= PJ- 

IM -P^/fsPi-PiS's. 

_ _ - . ^ 



236 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


en remplacant ces sommes par leiirs valeurs dans les equations (i) 
du 687, on a ensuite 

j 39 Pi^ 2 "^ 4 o^ 3 ' 4 -PiG 2 — 8 oPJ = o, 

( I I2Pi^2 195^3-1- G3 — [ 4 oP?=o; 

les deux equations clierch^es sont le resultat de Telimination de P^ 
entre les deux equations (3) et (5). 

On observera que les deux equations (5) sont lineaires aussi 
bien en G 23 G 3 qu’en ^ 3 - Si on les r^sout par rapport k gs 
et que, en y rexnplagant Pi par P, Ton porte ces valeurs dans 
Tequation (3), on obtiendra une Equation du sixieme degr^ en P 
dont les coefficients seront des polynomes en G^, G 3 a coefficients 
entiers, et que devra verifier Pi. Cette Equation, jointe a I’equa- 
tion (3) et aux Equations (5), montre bien nettement comment les 
Elements de Tun des couples (g^^ ga), (G 2 , G 3 ) dependent alge- 
briquement de Tautre, les 6 l 6 ments de Fun des couples ^tant sus- 
ceptibles de six valeurs quand on se donne Tautre couple. 11 
convient de remarquer que si Ton connait deux couples corrcs- 
pondants(^ 2 j gs), (Ga, G3), la valeur correspondanle de Pi, racinc 
commune anx deux equations ( 4 ), s’obtient rationnellemcnt au 
moyen de g^j gsj O 2 , G.v 


706. Passons k I’equation du douzifeme degr 6 qui donne les va- 


lours de sn^ajD,^, ou 


(p.Q ■ 


2/?K -f- 2^’<7 K' 


Le sysldme complet des ^l^ments est, par exenaple, 


(0,1), fi, o), (1,1), (.1,2), ( 1 , 3 ), (r,,i), 

(o, 2), (2, o), (2, 2), (2, 4 ), (2, G), (2, 8 ), 

ou I’on a mis I’un sous I’autre les dl^ments qui apparliennenl i 
une m^me ligne. 

Si Ton pose 



a? = /A snap,,, 

, jK = A-* sn* ap,, sn* 2 ap,„ 
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on aura, en vertu des formules d’addition. 


\/ksn{iap^q) = ±aa; 


\/ Ic Sn — — 


3:27 "+• 

— 4 p 6 a?'* — I ^ 


y = 


4 :27'< ( r — p -h : 37 ** ) ^ 


d'nn aiUre c6le, on voit de suite que Ton a 


k sn2(3<^p,y) = A sn^(2ap^q), 

cL I’on a la le moycn de former uixe equation quo dcvront veri- 
fier Lou Lcs les valours dc /c sn^ap^q; comme [’equation ainsi ob- 
tenue esl du doiiziomc degre, on cst sur que e’est I’equation 
chcrcbee, clle sc irouvcra misc sous line forme qui nous sera 
commod(‘. 

Si I’ou [)Osc, pour abrdgcr, 

5 = :r2 
ct 

A -Ts 3 — 4 p « -4“ fi 5^ — 45'* , B = 3 -c'* — fipz^ C)z^ — I , 


ccLlc e(|naUon sera 

(i) /(5) pz^z^)nK 


La fonction sn-(2<7^,,7), I'alionncllc cn k sn^{ap^q)^ 

nc change pas dc valcurquand on yrcmplace A' (ap^q) par I’line 
oil Taulrc dos racincs qui correspondent aux elcmcnls dhinc memo 
ligne vcrticulc. Si done, dans I’equalion /( js) = o, on fait la trans- 
formation 


^>0 


y 


4 ( I pz - H 


on devra obtenir unc equation du sixiemc degre on cl Ics deux 
racincH z qni correspondent & une mfime racinc y dc ccllc equa- 
tion doivent potivoir s’obtonir par unc equation du second degre; 
cj’cst c(i quo Ton va verifier. 


707t Regardons dans cc qui suit y oomme mis simplemeni 
pour abregcr it la place dc la fraction rationnclle ,cn z qui con- 
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stitue le second membre de I’^quation ( 2 ); resolvons cette equa- 
tion par rapport a 0 et siibstitnons la valeur ainsi trouveedansA 
et dans B; on trouvera sans peine 

A = B = (i — 


puis, en remplacant aussi dans (i), 

D’autre part, on a identiquement en y, s, p, 

— ( 7 ® — 27 ® -1- 37 ) + 7 “ — 7 [( 7 — 4 ) -* -H 4 p -5^ — (.'^■y-+- 4) ss-hjk] 


(3) 




(IH- 4j__y2) — 4 P7 




dans le premier membre, la quantity entre crochets esL nulle cn 
vertu de la definition ( 2 ) de y; on a done les deux egalitds 


(4) 


f 


_ / r 4- 
(l — V ^ 

V(-g) _ r 

(l — 4 j2)6 jS 


: 2 \ 2 

-) — ■+•5), 

(i -^4r— -- 4py, 


qui peuvent ^tre regardees comme dcs identites cn z si I’on sc 
reporte a la definition ( 2 ) dejK*? dans ]es deux seconds membres, 
n'entre explicitement que par la combinaison — , z ne peut 

done etre une racine de /(z) sans que la valeur de -■ qui an- 
nule le second membre de la seconde ^galit^ n’annulc aussi Ic 
second membre de la premiere, e’est-a-dire sans que J’oii ait 

(5) B(J') = i 6 p 2 ^ — (i >+* 4r — (5 — ar 

R^ciproquement, si Ton prend pourj/unc racinc dc ccLlo equa- 
tion, pour z une racine de I’dquation du second degrd cn xr, 

(6) (i -H 4r ‘4pr = 


le second membre de la j^remi^re <5galil6 (d) sera nul [comme on 
]c voit en ^liminant p entre (5) ct (6)], en sorle que 

— (j^8 ~ ^ 3j/) 
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sera nul; mais alors, en vertii de ridentite ( 3 ) dont le second 
membre est nul a cause de (6), on aura, puisque n’est pas nul, 

(7 — 4)-^ 4 ) = 0, 

c’est-a-dire que satisfci'a bien a sa definition (2); des lors, les 
identites (4) ont lieu, en sorte que /(^) est nul a cause de (6). 
Nous avons done d^montre que Ton obtient les racines de /(^) en 
resolvanl I’equaLion ( 5 ) du sixieme degr6 enjj/*, puis I’^qualion (6) 
da second degre en 


708 . Si Ton consIde‘rc une fonclion sym^trique de deux racines 
de l’<IiquaLion y*(^) = o qiii correspondent aux deux (Elements d’une 
mcme ligne cL, par suite, a une meme racinejK de ©(jk) = o, cllc 
s’exprimera ralioniiellomenl an mojen de la somme et du produit 
des racines de r< 5 qaaLion (G), e’esL-a-dire en fonclion de la ra- 
cine y considcr6c ; cette fonclion sym6lriquc dependra done d'une 
equation du sixi^inc degrd, TeJ est Jc cas, par exemplc, pour I’cx-- 
pression (LXXXVlr,), 


s/7 = (/a)'> 


cn2 cu2 -tp- 

5 5 

(luS _ dn2 

^ 5 


on supposant quey soil A^sn‘-^^sa- les deux racines de r< 5 - 


qnalion ((>) scroal/i'sn.‘-“ » /i cl Icur somme sera — 

on cn d<5duil 

, /.S ^>PAr—+y 

v/4 _ t- i-4r —r’* 

r 


, ■sr..y ^ ^/ity 

n-4jr— r® 


cn rcmplacjanl, dans Ic second membre, p j)ar A' 4- elcn suppri- 
mant cn haul el en l)as Ic fuclcury — i , on Irouvc sans peine 

_ 4-® -I- ?r 
//, ■■ 


c7=- 
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en eliminant enlre 0(j^) =0 et Pequalion qiii definit S', on ob- 
tient sans difficulte Tequation en U, puis I’equation en y^7. 

709. Si Ton vent former Tequalion qiii a pour racines cp(5t), 
on constatera d’abord, comme dans le cas de = 3, quo 

?i'^) \/k 

est une fonctioii rationnelle de y. On a, en effet, 

s/i (A-23^4-0^ 

= (p^ — 2) (y^ — 3 y) (JKH- I) -H (y H- i)^] 

en rcmplacant, dans le numerateur, par la valeur Lirce dc I’c- 
quation ®(y) = o, on trouve, aprfes des reductions faciles, 

r (TH-4r— .y’OCi— .y)n ^ 

/A- 16 L JK-I-H- AKr^ — 3 ji^) J ’ 

en extrayant les racines carries et en clioisissant le signe de ma- 
nifere que le second raembre soil, comme T, positif pour de grandcs 
valeurs positives de on obtienl 

T = = i' r)’’ . 

f(-c) 4 y ^1 — Zy) 

Ceci posd, on a k ^liminer y entre les deux dqualions 

® Cy) = O 3 4[(y " 1 “ 0 A^Cy® — 3y )] T — /c(t -t- 4y — jv’) ( t — y^ — o ; 

en remplaganljK par i — on est ramen6 i 6li miner X entre les 
Equations 

©(i — X ) = Xo-j- 4 Xi> -+- 16 iJi^C X — 1 ) = 0, 

X‘-i- aX» -+- 4 (A-T — 'i)X«-)- 4 (jlT (X — •»; = o, 

ou Ton a ^crit, pour abrdger, p au lieu de /f — i; k premkrc dc 
ces deux Equations se simplific en ajoulant le premier raembre 
de la seconde multipli^ par — X=* — aX; on est alors ramend il sli- 
mmer X entre deux Equations du quatrifeme degrd 

A T X‘ -h (a A T H- fji T ) X* — 4 jjL ( T H- (x ) X -H 4 [jL* = o , 

X‘H-aXs+ 4 (AT— i)Xs-(- 4 fxTX — 8|jiT = o. 
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Ell appliquaal la metliode de Bezout eten combinant les lignes 
et les colonnes de maniere a simplifier le determinant du qua- 
triemc ordre anquelelle conduit, onparvient aisement a un deter- 
minant du quatrieme ordre dontsepl elements sur seize sontnuls, 
et qne Ton n’a done aucune peine a developper; on Irouve ainsi, 
eri supprimant des facteiirs pi et (i H- 

— A-T6-+-4/:2T5 — 4T H- /: = o. 

En posanl cfi(5':) = — = done T= — trouve 
finalement ( ^ ) 

lid (;G ^ ( I W'* ) -t- 5 P2 ( 2^2 p2 ^ Q 

Oil parvicndrail ti la mcine dqtiation cn saivant la metliode 
appliquec au n'^ 698 pour n = 3. 

A G 

710. On pent mettre cclLe equation sous la forme — = jj? cn 
posanl 

A. — -h G B sss 4 U9( ic^ "h (^2), C = I — a’* D = p'* — ; 

on pciU done aussi la mclLrc sons la foi'ine 

A D 

A B -- G - - D ’ 
ou 

Ah- B 

A — B P)S 

G H- 1) r= ( £ ) ( I -h P'' ), 

G — D r-(£H-w*)(r — p^')- 

C’osL la forme quo Legendre lui a donnde. Dans son Suppl^-- 
fNenCaux Fonclions elliptiqms^ p. 75 , ildtablU, cn effcl, I’dqua- 
lion 

i « i }nL. 

\yi^J.yi ) ” i — /r V-+- 1 ’ 

De rdqualion modulaire obtenne au n^ 709 on ddduit aisdment 


(‘) jAaOBi, Fundamenta; €Fu9reSf i. I, p. 7H. 
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[l_-cp8(T:)][l — cp8(5T)] =(l — m8)(i— (^8) 

= [(l — W'^)(l -4- -h 

= (l — H-P^ — — u'*Q^-h U '* — P*) 

— — p^H~ — p^) — 4^p(p^ — ^^'0 

^UV 

llG — 5 — P^) — 4 U9(^ll > — P'O 

^ 

_ ( — p2)2( z<^-h p)^ — p)'* _ ( — (12)6 ^ [^p^C'c) — cp^( 5 t:)]s ^ 

i6z^'^p- i6cp2(T) cp2(5x) ’ 


d’apres une remarqtie faite au 692, on a done aussi 


[i — tis(5,c)] [i — == 


[tj;2(5T:) _^2 (t:)]g 


Si Ton divise ces deux relations, membre k membre, et que I’on 
tienne compte des ^galit^s 

98 (t:) -J-. <p8(5Tj^ _4_ =- 1^ 

on obtient la relation 


rcp2(T;) — Cp2(5T;)T6^ 

d’ou, en extrayant la racine sixi^me des deux membres cLclioisis- 
sant les determinations par la consideration des developpcmcnts 
suivant les puissances de g (XXXVIIli), 

^(t) ^( 5 z) <p2('T ) — Cp2(5T ) _ 

cp(T)o(5'i:) — '}>‘^(5 t) 

C’est la fornae meme donnee par Jacobi a Tequation modalain? 
au § 30 de ses Fundamenia (^), savoir : 

(/7c ^ /2) s/T) Vk^ Vv ^ O. 


711. Dans laformule (LVIlli) posons a = i, (3 = 5, ct prenons 
d’une part ^ = i, j/ = I, d’autre part = ~, y = J ; ajoutons Ics 
deux formules ainsi obtcnucs; Lransfoimions, commedans Iccasdc 
71 = 3, par la formule (XL^ ), Ics produits dc 2r qui figux'cnl dans 


(‘) €Eu{?res, t. I, p. laS. 
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le premier membre, en sommes de S’; enfin, exprimons les S de 
Targument | ou | par les S de I’argument o ; nous obliendrons 
ainsi la relation 

2rv(o [t) ^ 74 ( 0 1 lOT ) = 2r4(o 1 3^) 2r^(o 1 i5t) — ^2 j 

H- ^8 3*4 (ax I St) S‘ 3 (iot 1 i5t). 

De m^me, prenons dans la meme formule ecrite pour « = 1, 
P == 5, d’une part x = -^ y = — { ; d’aiUre part jr = |, y = — | ; 
ajoutons les deux formule s ainsi obtenues; rcduisons au moyen 
dc la formule (XL^), et nous aurons la relation 

3 ^ 4(0 1 2 t) !3‘4(o 1 iot) = 3 * 3 ( 0 1 3T:)Sr4(o 1 t5T:) — | 3^)2r4(5'T:l id*:) 

-H 2r3(2T: 1 3 t:) 3*4 (lOT I i5t:). 

Pour X = — y = — ^ d’unc part, cL x — — ’ 

y ~ — ^ i d’uulrc part, on parvicnt dc memc u la relation 

I 3.2 I == '>.&.2(ol3Tr) 33(0 ] i5t)h-25'® 32(t]‘]t:)33(5tI i5t) 
H- 2(7832(2T:|3T)3a(l()xl i'Jt), 

Landis quo pour x — — y — d’unc part, cL ^ 
y rr-r — i d’autro pari, on obtienl la relation 

1 '^) ~ 3x) 32(0 1 i5x) -h '>.</233 (x I 3x)32(v5 1 i5t) 

"H 2 33 ( 2 T 1 3 T )3ji ( 10 X 1 1 5 X ) . 

Cos (|ualro relations, deduitos Louies IcsqunLrc dc lamdmc for- 
mulo (luVlIli) pour a= 1 , vo»il nous fournir aisfmicul 

rd(|naLion nuxlulairo |)our n = 5. Nous avons dlabli ( 11 *’“ 099, 700), 
pour I, 2 , la rclalion 

33 (o 1 x) 33 ((JLx 1 3x) 55 = 3a(o|x) 32 ((xx| 3 x) (— 01^3/, (o 1 x) 34 (fAX | 3x), 

d’oi'i I’on ddduiL, cn changcant TCn 5 t, Iu rclalion 

2 i*a(o| 5 x) 32 ( 5 |xx| i/>x) H-( — 1 ) 1 ^ 34 ( 0 1 5x) 3^ (5 fxx ] t5x) 

33(o|ax)33(5|Axli^x); 

nuillipUons cos deux relations mombre h membre cl par 
si clans I’lSgalild uiusi obUiuuc on donuc a jxles valours o, i, 9., on 
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obtient irois relations que nous ajouterons membre a membre; 
nous parviendrons ainsi a la relation 

^3(0 It) 3-2(0 15^)^ ^2{xac,-3(|ji.T:|3T;)Sr2(5(J.Ti i5t) 

[ 1=0 

(1=2 

-4-2r3(olT:;2r4('o|5T) i)(«’y2l^'2r3([Axl3T)2r4(5[j.T | iSx) 

|x = o 
(J=2 

= 2r2(o|x)2r3('ol5T) ^ Srs(}xx| 3x) 9^3(5 (j.x | iSx) 

[ 1=0 

( 1=2 

-H Sr* (o 1 X ) &3 (o 1 5 X ) 2 ‘ ( (ix 1 3 X ) Sts ( 5 (IX 1 1 5 X) , 

[ 1=0 

dans laquelle figiirent pr^cisement les qualre sommes, de trois 
termes chacune, que nous venons d’ exprimer au moyen d’un pro- 
duilde deux fonctions 3'(o); si I’on remplace ces qualre sommes 
par leurs valeurs, on obtient la relation 

j^i33(o|T)32(ol5T) — ^ 32(o|T)33(ol5T)j 32 (^o 

= [ 3it(olT) 33 (o15t) — 3^(0 1 T) 34 ( 0 1 5t)] 3;, (o j ‘2 t)34 (o | roT); 

il suffit d’appliqiier les formulcs dc transformation (XLVll), 
(XLVIII) pour /z = 2 , pour apercevoirridentitdde cette I'clalion (^ ) 
avec r^quation modulaire proprcment dite pour n — 5. 

(^) La m6me Tormule (LVIIIi) fournit un proc6cl6 lr6s rapulo pour pai'vonir 
^ Tune des formes de rdquation modulaire pour n = 7. Frcuons, <\ ect ellcl, 
clans cette formule a = i, p = 7 et d’unc part co = y — }, d^iutre [)art x = 
y 7 ==. — et ajoutons les deux formulcs ainsi obtenucs. Hdduisons lo jiromicr 
membre par la formule (XL^) appliqude ix chacune des qualre fonctions £r qui y 
figurent; on aura 

2®r4(o|/|T) Sr^Col 28 t) 

= 2 STj ( 0 1 8 T ) Sr^ ( o 1 56 T ) — 2 STg ( 2 t 1 8 t ) 3 j ( i4 t 1 5G t ) 

-f- 2 33 ( 4 T I 8 T ) ( 28 TT I 50t ) «— 2 33 ( Ot I 8 T7 ) 3^ ( /j 2 T? I 56 t: ). 

.'"aisons aussi dans la m6mc formula (LVnij), (Sente pour a=si, p =; 7, (rune 
pan ^ = 0, y = o, d^auirc part ar J, y =- — J, ajoutons, reSduisons Ic premier 
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§ VI. — Division d*une bouole de lemnisoate en 3, 4 
ou 5 parties egales. 


712. Le probldme de la division d’une boucle de lemniscate en 
parties ^gales se ramene iminddialemenL a la recherche des valeurs 

dejD dans le cas particulier ou Ics invariants ^ 2 , 

sonL respectivemenl egaux a 4 o. Si Ton prend le demi-axe a 
de la lemniscate pour unite de longueur, ]a longueur d’unc boucle 
de lemniscate esL, cn effet ( 11 ^ 649), egale a 2 K ou 2 C 0 | pour 

V ^ 

ff ‘2 = 4> g'ii == o, en sorle que la longueur I — s de la panic 


membre par la forrnulc (XLj); nous aurons 

•> ( o 1 4 T ) C a 1 t; ) H- ( 0 I /j t: ) & I ( 0 1 ‘‘H nr ) 

r- V & , ( O j 8 T ) ^ j ( O I 50 t ) -h '» 7’ T I 8 T ) ( 1 T I 50 TT ) 

-h 27“' .%(4 tISt) 2rj( '>8 t: 1 5(11:) -h 8i:).'5rj(^l'i tI-VI-t). 

ICn ajoutant membre A nicnibrc' les deux foraiulcs ainsi obLcuucb (‘L r'oinpla- 
<;ant cnsuilo i: par j nous obtenons la relation clicrchcc 

&j(oIt!) 2r.j(o|7'r) -f- &,(o|'c) &,(o | 7T) ( o |ir) a4( o 1 7T) 

: 2.%(((|'iT) Srj((>l i-it) -I- a.%(()|2 T) i/it). 

Kn tenant oomptc <lcs forrnules (XXXVII) on pout I’iicrinj 

I -H \/A \ji 4- \fk' \jv . \/TTT' v/“n' I v/r-“. 

I<bi dlcvaiU au carrd Ics deux mcnibrcs de oette relation, on cn d6duil aistimeui 
la relation 

1 1 — 9\'t) 9”( 7^) tj/’(7Tr) I* ^ /| 9 ^(t) 9’‘(7't) 'p(7T j ; 

si r<ui oxlrait la ranine carn^e et si Ton dt^tcrinine Ic sif^no on dovoloppant Ion 
deux rnonibros suivunl los pnissancch de 7, au Tnoy(‘n dos fornuilos (WXVIIl), 
on voit <iuo Ic cam'* d(^ l’exprc.ssion 9(1?) <p( 71 :) ('®^) +( 7'*^) dj’ah'i i; coUe 
(‘xprcHHion oUc-nKhno ost done aussi df?ale 1, romrne on Ic voit, cn observant 
<|ue, (rupr«^ les IbinitiuloH (XXXVUC), die se riScUit i\ -i* i pour 7 0. 

b’diualion niodulairo aitisi oblenuc 

9(T)9(7i:) ' I 

se prdsente sous tme forme ])urtieulitH*omont dt^ganto. Compares! Journtd de Liou>* 
villCf 2“ sdr., t. UI, p. a()i; iH5H. 
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de la boucle, comptee a partir du point double de la lemniscate, 
est egale a ^ ; les valeurs r^ciproques p des carres des distances 
du point double aux (n — i) points de division sont done donn^es 


par les ( 7 ^ — r) expressions que prend p = jd pour h = i, 

a, . . n — I » 

Pour /I = 2 , il n’y a pas de probleine ; pour 7Z = 4 ? on a imme- 
diatemenl (n° 676) 

I ^3 __ ^ 0)3 zfn tOi 


0)j 

p_=,. 


0)3 


/I’ 


Pour n = 3, on deduit de meme des formules (n“ 702) 

IH- if \/3 


S’ = 4, 


a = o. 


r = — 2 , s = — 

3 -4- t v /3 


b = 


2 

3 — £ \/3 
6 ' 


d’ou 


/a = o, == v ^27 (v ^2 H- /3 •-}- i \/2 — \/3) , 

v/5 = I Yay (\/2 -H /3 — i — /s), 
en sorte que Ton a 




Ces memes T^sullals se lisciit, d’aiOcurs, aisdmcnl sur I’cqua- 
tion f(^y) = o que Ton dcSduIt de la relation \P 3 («) = o par la 
substilution JK = ; cettc equation sc reduit, cu diet, pour 

^0 = 4 : ^ 3 = 0 , a I’dquation bicarrec — 6y^ — 1 = 0 . 

Pour n — 5, r^quation du sixiime degi *6 en P se rdduit a 

pe — 20 P'* — 80 p 2 ~ Q- 

elle admet done la racinc double P = o ct les qualrc racincs 

simples P=V/,o4-6v/ 5 ou chacun des radicaux a deux ddter- 
minalions. A la valeur p = o corrcspondcnl les deux valcMii's 

Q = — racincs de la sccoxidc dqualion {'i) du u‘’703, pour 
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^ 2=49 g'i — o. Aux cjuatre racines simples P correspondent 
deux valeurs de Q donnees par la relation Q = ~P- -}- 1 = 2 -j- ^ 
Les douze valeurs de pap^^ seront done les douze valeurs qae 
prenncntles expressions 

\/ ^ v ^5 2)5 

quand on donne aux radicanx qui y fignrent lenrs deux determi- 
nations. 

Ccs lormules mcUeni en dvidence cc fail que la division d’unc 
bouclc dc lemniscalc en 3, 4 011 5 parties dgales pent ^ Ire cITectucc 
a V aide de la regie et du compas settlement^ Lout coinme la divi- 
sion dcla circouferoncc du ccrclc cn 3, 4 on 5 parties cgalcs. Cc 
parallelismc entre les deux problcmcs sc poursuit, d’aillcurs, pour 
Lous Ics iiombrcs premiers impairs /?, cl c'csl a lui que Gauss fait 
allusion au debut dc la septiome Section dcs Disquisiliones arilk- 
nielicce. 


713. 11 u’csL pcuL- 6 Lre pas inutile de fairc observer quo, pour 
ddduiro les ni^mcs rdsukats dc r<S([uaLion ^){y) o [Equation (5) 

(In n'* 707], on nc saurait prendre pourA*^ la vaicur 

ri— 6*3 2 

trouv(u^ au n^’OiO; pour passer d(i I’iSqnalion cn pit a r< 5 ([ualion 
(Ui sn- ((^ on a, <in (i/rVit, au n'*(i77, appliqnd la r<mnul<i (XCVl), 
qui .su|)|H)HC ossciilicllurnoni, ^>3 = i, an sorLo quo dans I’d- 

(lualion ^(j') = 0 Ju val<!iir do A - cst lic'o A colics do = 4 , «■,, = 0 
[)ar ics relations 

fft >(;;*- -/c2 . 1 0 , fr.t -oc/a— •«) 

<(iii sonL v<Si’ih(Sos pour i r o, A'® — ^ niais non pour 

— 1: 

I'our A- -■= {, on u p = o, cL I’cqualion W(jk) = o osl resoluble par 
radicanx; cllc sc clcc<)ni|)osc cn 

I \-,\y — ya = 0 , 5 — r= o, 

cn soric (pic y csl, soil tic lu fopme soil, dc la forme 

I v/ — I* quanlittls m -+- y/O soul racincs doubles dc 

W(jy) r' : o; pouc CCS vulcurs rdqualion (G) du n“ 707 clovient uno 
T. Cl M . - IV. n 
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identite; les quatre racines de reqaation 


5 ) = O, OU jr== 2 -f-\/ 5 , 

sont d’ailleiirs racines de Pequation f(z)=o; on obtient ainsi 
liuit racines de /(^■) = 0, savoir 

x; = -| (y/so -h i4 v/5 -h H- [o /d ), 

oil chaque radical a deux determinations. Les deux quantites 
I -f- 2 — I sont racines simples de ©(r) = c>, et les valeurs coi'- 

respondantes de z sonl y/ 1 — 1 ; on a done quatre aiitres 
racines de liquation du donzieme degre f(z) = o. 

Pour verifier qae ces douze racines fournissent les memes 
solutions que les douze valeurs dey— 'pdp^q dcriles plus haul, il 

SLiffit de se rappeler qne 'pa = et, par consequent, de verifier 
que Ton a 

\/i -H a \/~i y/ - I , 

(\/io H- G /5 -f- y/a -+- 2 \/5) (\/i4 v/5 — 3o — y/io /5 — 22 ) == 4 , 
cc qui n^offre aucune difficult^. 


714 . Pour fixer celles des douze racines qui sont 6galcs In p 

p p p il suffit d’obscrver qii’cn parcouranl dans Ic 

sens direct le rectangle dont les sominets sont les points o, 

0)3, (03, o, on rencontre succcssivcmcnl les points o, 

4^1 4 ^3 a €1)3 T 

CO,, . . (O3, o, cl quC; comme dans cc parcours 

pa yarie de H-co ^ — 00 par valeurs dGcroissantcs, on a 


2 (Oi 4 ^ ^ . 4 a)3 ^ ^ 3 . 

~ > P ~ > <^> > ^3 > P, -j- > P -j- ; 


on veil ainsi que 


2 0) I 

J^- 5 - 


2 a 


P 


4 w. 


2 a 


P 


4 ws 


-^ 4-0 
a a ^ 


20)3 

p -r ^ 


. /J c 
2 a 
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en posant, pour abreger, 

a=:\^5\ — a, 6 = [v/i4^ — ‘-i !j c = \\/ioa — a [. 

Les huit auLres racines sont ioiaginaires , on peut les discerner 
aisemenL les uncs des aulres en tenant compLe des valeurs des 
qualre racines quc nous vcnons d’ecrire, et en appliquantle th^o- 
r6me d’addition. 


§ VII. ~ Division de Targ^ument. 


715. Le probleme de la division de Targiiment pour un nombi'e 


cnlior /i consistc, pour la fonction a calculcr p 

quand on sc donnc gti)* Cc probleme a ete enlitircment 

!‘esolu pour // --- 'A par la formulc (XVI i); il nc depend quc d’6- 
([uationsdu second degrd. 11 suf(irail, pour Ic resoudre dans LouLc 
sa g’6neraliL(?, de Ic rdsoudre compl('5lcmcnl pour /i premier impair; 
nous nous attachcrons au cas oil n = 5 ; la marebe & suivre csL la 
infime dans Ic cas gdndral. 

Pour n 5, lo probldinc ddpend d’unc dqualiom dc degrd 5^, 


(lonl less racines sent les divorscs valours dc p(^ 


a 4 -- *>. < 7 c «>3 


)• 


l/a formulc ((^llVo), J clxangcant u cn permet immddialc- 


moiu dc former ceLlo dqualion, cl Ton veil dc suite quo ses coeffi- 
('ients a[)partionnent au corps form^ par les fonclions ration- 
nolles dc g'u ^ <u)cnicienls entiers. I£lle y cst irrddnctiblc, mais 
sa rdsolulion peut sc rumcner a ties resolutions d’equations du 
sixiftme el du cirKjui^mic degro, ces dcrni^rcs dtant rdsolubles par 
rudicaux. Pour Ic fuiro voir, nous tSludierons d’ahord les transfor- 
mations inverses dc la fonction pu^ nous monlrcrons ({uc ccs 
irunsforinations so ramc'^ncnit ik la rcSsolution de tcllcs (kfuations, 
puis nous incttroris en Evidence quo le probl^ime dc la division dc 
I’argumcnt so rain^ue f'l deux transformations inverses succcssivcs. 


710. SupposonsePabordque I’oa sc donnc el les in- 

variants c()rrosj)Ondants tia, ei proposons-nous do calculcr la 
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valeur correspondante de jd(«/ | w, , Ws)- Nous commencerons par 
calculer les invariants de celte fonction aii moyen de G», Gj, 

comme on I’a indique au n° 70 o; nous devrons ensuitc resoudre 
par rapport k pu I’equation du cinquieme degrd en pu, 

W 3 ^ 

-hp(z<-t-^‘) — 3P„ 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, a coefficienls 
entiers, de p jy ’ ^3) ? Go, G3, P|, ofi Pi est lie a Go, G3 par I’e- 

qualion du sixieme degre que Ton a appris a formei' au 705 . 
Cette equation (qiiand on regarde Pi comme connu) pent etre rc- 
solue par radicaux (^ ) ; ses racines sonl, en effet, manifesLement 

oPr = p (^u-^ y (r = o, I, a, 3, 4) ; 

si done on d^signe par a une racine primitive de r^quation 
— I = o, on voit de suite que Texpression 

A;; = (CTo 4- cc.ri -h aS^Ts H- 

X {cCQ-h ctrPXi -h a“2/i.r2 4- ol-'*pt \ ), 

ou p esL I’un des nombres o, i, 3 , 4 > nc change pas quand on 
augmente u de ou que Ton fail une permutation circulairc 
sur ^25 '^*3) oar Je premier facleur se reproduit, mul- 

tiplid par ^ et le second par il suit dc la que Ay, esl tine 
fonction doublement periodique dc if ^ admettanl les jteriodos 
^^et2o>3; on voit de suite que e’est une fonction paire dc ii] 
e’est done une fonction rationnellc dc p (^u (03^ ; c^csl m6m<^ 

une fonction emigre de p ^ a | y <03^ , car dans Ic parallclogrammc 
des pdriodes dont les sommets sont o, 2(1)3, 20)3, il xx^y 

a pas d’autre p6]c que le point o qui csL d’ordre do muUipliciU'i 


(^) On (16montre toutefois que ccLtc Equation, en g^iSndral, n'cat pas ab(51icnnc. 
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2 />-h 2 ; k.p pourra done s’exprimer par la methode de decom- 
position cn elements simples, on par ridentlfication des coeffi- 
cients des diverses puissances de Z4, au mojen d’une fonclion du 

premier degre de p(^u ^3 033^ et de ses derivecs d’oi'dre pair ga/?, 

ou par un poljnome en p{^ii 033^ • II esL d'ailleurs aise de 

voir qu’on n'introduit pas, sauf a, d’autre irrationalite que celles 
que Ton a deja introduites, e’est-a-dire que Ap est un poly- 

nome cn p(^u -—j dont Ics coefficients sent des poljnomes 

cn a, p,, Go, G3 a coefficients numeriques rationnels. Les polj- 
nomes Ap elant formes, on voit que I’on a 

A 

./'o -H OL^-PXi -H C(,--PTi -+- -h (XT'* P Xu, == J r/ A.: ^ ; 

cn ajoutant ccs cinq equations membre a membre, on Lroiive (^) 

Ai Aa A3 A4 1 




Ao-+- 


I/at (v^,y ({/A~y {VA^y 


Los aulrcs racincs s’oblicnncnl cn remplaeant (/A , par ses di- 
vcrscs delormlnalions. I /(Equation proposi'^c sc rcsouL done par 
radicaux. 

II est h pcino ulilodc dire epic le prol)le‘me ([iii oonsislc a Irou- 
ver J)(z/lci)i, <03) au moy(in do p(^ff trailc (jxacLcnicnl 

eoinmc ccliii donl nous avons ddvidoppfj la solution. 

717 . (loci pos('i, revenons au ealculde j) (Ui, 0)3^, connaissaut 
<03). La formulc d’bomog(;n< 3 it (3 

p ( V 'r> ’ t) I 


(*) I>«nH lo raw f^oru^ral oil lo nombn^ 5 csl rcmpIaoiS par le noinbro premier 
impair/?, U tsouvicat ^’observer pour nclaquelos fonoUous cycliques ciUuNros de 

j) j Wj, /’ I, commu Ics foiictions s^ymdtriqucs des 

m6mcs quattUUSs, s’oxpriment ratioonellcmont au moyon do ^2, ^3 et de la racino 
corrcHpoudaixto (ici do r<5quation du (/e •1-1)**'“*' degi ci douL ddpend le pro- 
bl6mc <le ia division des pdriodes par n. 
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montre que I’on peat I'egarder coniaie connue la fonction 


( U fOi 

5 t^t; 


Connaissant cette derniere fonction, on calculera j 


CO,, 



on a pour cela, d’apres ce qui a ete dit auxn^’^ 705^ 716, a resoudre 
line equation du sixieme degre qui ne concernc que les constantes 
et une equation du cinquieme degre resoluble par radicaux. Ajanl 

obtenu co, , ? on calculera p co, , tog^ ; il semble qu’on 


ait encore a resoudre une equation dii sixienie degre, mais on 
evite cette resolution puisqne Ton connait a la fois Ics invariants 

^^ 2^1 qi^ii sont les donnecs 

on n’a done qu’a resoudre (par radicaux) unc nouvelle 
equation du cinquieme degre. 


depf 


(O, 


5 


et ceux de p 


718. Des considerations analogues s^appliquent a la division 


de I’argument pour la fonction snz^; lecalculde sn 



> connais- 


sant snw, est entierement rdsolu pour /i = 2 par les formules dn 
n® 334; il se ramene, pour n premier impair quelconque, a deux 
transformations inverses dc la fonction saw. 

Si, dans la formule (LXXXVIIj), on regardc sn(?^ jx) commo 


I’inconniie et sn cornme donnee, reqnatioii 


n - I 
2 

n 


Siis N 

su^ctr.o 


sn-a/^0 rt. 


est du degre n en sn u. Designons parQo Ic coi'ps forme dcs fonc- 
tions rationnelles de <p(t), f(nT), A coefficients entiers^ on raj)- 
pelle que o(t), cf(nx) sont liecs entre dies par Teqaation inodu- 
laire, de degre n + i par rapport a chacimc de cos deux (pianliies. 
Les fonctions sj^metriques enti6i'es des quanlitos sn^^/;.^o qui 
figurent dans Inequation (LXXXVXI4) appartionnent, ainsiqueM, 
k ce corps. La fonction 'f(nx) doit etre regardee commo donnee 

cn menie temps que la fonction I ’ ol e’est par rapport 
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a o(t) que liquation modulaire doit d’abord ^Lre rcsolue, puis 
requalion (LXXXVIl %) doit etre resolue par rapport a sn(zi | t) : 
en se reportant a I’equation (LXXXVIIi), on voit que les racines 
de reqnation en sn(z^ [ t) sont de la forme 


/ 27’K\ , 

( — ) (r = o, I, 2 . /i- 


■0 


€t il n’est pas difficile d’en conclure qu’elles s’obtieiment encore 
par I^extraction d\ine racine 

Le niultiplicateiir M est donno par la derniere des foriixules 
( LXXXVI 5 ); cctte formule, en y rcmplacant sn par son. expres- 
sion (LXXlo) au moycn des fonctions 2?, donne de suite 


M = 





on utilisant ciisuiLc Ics formulcs (Lljs); (XXXVfa), on aridvc sans 
peine h I’cxprcssion 


(0 


n (o I /iT)^ 


ccuc forinulc met bien cu Evidence la fagoii donl M depend dc t. 
Lc probliMiuj qui consislc a. Irouvcr su(zzIt), conuaissanl 

(t/I/I) rcsoudradc mfiinc au liioycn des formulcs 

(LXXXIX4), apr6s quo Ton aura calculd cp(T) au iuo}'ea de IM- 
qualiou modulaire du deg rf* /zH-x, (pii lie cp(T:) cl "f • Au mo}^cn 
(Ics Ibrmules (IjXXXVIIIjj), (Lila), etc. 5 on Lrouvera aussi 


<a) 







(](;ci |>ds( 5; (50»naissanl su(a|T), oxi commonccra pax" calculcr 
sn(^nin oCi L’ou a 6cril, pour abr^sger, m pour diisigacr lc 
mtiUi|>licaLctu" M dans lequcl 0 x 1 auruit rcmplacd r par e’est le 
problimc dc trausformatiori Inverse xlont nous vcxioxis de parlor. 
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II exige d’aborcl la resolution par rapport a I’equation 

modulaire de degre + i entre ©(t) et ^ puis la resolution, 

possible par radicaux, d’une equation de degre n en sn j • 

Connaissant sn I ^ J 5 on calculera sn | t), ou Ton a 

ecrit 7it^ ail lieu de jM\ ce probleme se resouL au mojen de Pcqua- 
tion (LXXXIX4) et peut 4 tre effecLue par radicaux. Comine, 
d’apr^s les formules (i) et (2), on a 

, I 

m in = — , 
n 

on a ainsi obtenu sn | et le probleme de la division de I’ar- 
gument est resolu pour la fonction sn. 


§ VIII. — Multiplication complexe. 


719 . Quel que soit Je nombre entier n que I’on envisage, la 
fonction p( 7 iu) s’exprime rallonnellement (n® 460 ) au nioycn 
depzz, en sorte que les periodes de pzz sont des pdriodcs de j)(//zz). 
Si un nombre complexe pour un couple de pdriodcs donniJcs 

2103, jouit de la memo |>ropri^lt'^, en sorle que les periodes 
de p(zz|co^, <03) soienl des periodes de p(|i.za|co<, 0J3), on dil 
qu’il y a unc multiplication complexe dc la fonction pa par Ic 
nombre p, pourle couple de periodes 2co,, 20)3. 

Soit p. un tel nombre complexe etdesignons par fonc- 

^1? W3) ; puisque admet les periodes uiiu, ‘>.(03, 
^(le) est unc fonction rationnclle dc p(u | co,, 03), p^(u | (.>3); 

<{^(zz), ctant line fonction pairc de zz, est done unc fonction ralion- 
nelle dc p( zz | 103) sculcincnt. 

720 . Puisque les pdriodes de la fonction p{u | coi, 0)3) sonl dcs 
periodes de la fonction p([Azz | co< , (03), ilcsLclair quo 2 Jjuji)4 , 2 [jl<») 3 
sent dcs pdriodes dc la fonction p(m |n>^, 03); on doit done avoir, 
cii d^sjgnant par a, j 3 , y, 3 des entiers rdels icls quo aS — soit 
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different de zero, des relations de la forme 

(0 ~ yixii -4- pW35 == ytOi -I- OCO 3 . 

Reciproquemenl, des relations de cette forme montrent evi- 
demnient qiie la fonction tos) admet les periodes 

2 tOg, et que, par consequent, il y a, en verlu de la definition, miil- 
liplicalion complcxe par le nombre complexe p., pour le couple 
do periodes ^2co^, atog. 

Les ^galitcs (1) peuvcnt s’ecrire 

ct)i = aQj -h p O 3 , o >3 = 

en posanl 


il y a done transfonnal ion enlrc les deux fonctions pi^ii | co<, cog) 
cl J )(// 1 Oi , ^^3)5 el Ton voit encore dc cette fa^on que piji | Q, , O3) 
on I <ij| , coji) csL une fonction rationnclle de | <0^, cog). 

Les equations (i) etanl homogt'incs cn co,, 0)3, il csl clair qnc, 
s’ilyamulllplication complcxc par [a, pourlo couple dc periodes 
2<«>|, 2<0j,, il y aura aussi multiplication complexe par le memo 
iiombrc [a, pour Ic couple dc periodes 2)aog, quel quo soiL}% ; 

ou ])urlcra done de multiplication complexe par p ct pour un rap- 
port dii p( 5 ri()des t, 

Ln resume';, la condition ndeessadre et suj^isante pour qxiHl y 
ait mtdli plication complexe pour-z et par [), (x ct [a 6Lant des 
nombres complexes donnds) est que les cqaations 

('>0 |A = aH-PT?, (AT =- Y -4 - St 

soient verijiees poor qaalre eniiers a, [3, y, 5, 

On ohservura C[uo [i, y oL aS — [iy sonl ndccssairemcnl diffd- 
ronls do zdro. On pout supposcr [i positif, quittc a changer le 
sigric des cinq quantilds a, [i, y, 0, p. 

721 . Dos conditions (2)1! rc 5 siiUc imtuddialcmcnt quo, s’il y a 
multiplication complexe par p ct pourT, il J a aussi multiplica- 
tion complexe par tout nombre d<i la forme a-l-^^p, oCi a et b 
soixl clos ouliers rdols quolcoaquos- 
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On pent d’ailleurs retrouver ce resiiltat par le raisonnement 
suivant : 

D’apres la formule d’addiLion de la fonctioii p, Texpression 
p{au + b)xu) est une fonction rationnelle de p[au)^ p(Pv-^^) 
et dll produit p^ (cm) ,p^ {hixii)] niais p(p^0 hjpoth^se, 

line fonction ralionneile de pii, en sorte que est le pro- 

duitj par p^i/^ d’line fonction rationnelle de pu; done, comine 
p^(au) est le produit de par une fonction rationnelle de pu^ 
et que produit de J3'(pz^) par une fonction ration- 

nelle de Texpression p\^if)*p^{b^u) b’expi'imera par une 

fonction rationnelle de pu seulemcni; il en est done dc m6mc do 
p(aic + 


722. Des equations ( 2 ), on d^duil 


T 


Y -4- OT 
a4~ pi:’ 


y -h ( 01 0)TH- == o; 


si done, en d^signant par p le plus coinmun diviscur dcs valeurs 
absoliies des nombres — y? ^ — ^3 P 3 pose 

— Y = 2C — 0 = ^p, P = Cpj 

on definit trois nombi'es entiers a. d, c jouissant dcs propricLds 
suivantes ; etc sont dilFei'ents de zero; c esL positif; on a 

a CT^ = o; 

comnie t n’est pas rt^el, on a nccessaii'emcnt 


62— f 

ac C 0 ; 

a est done positif. Si Ton pose 


a -h 3 = pi, 

on aura 

m = 4 ac — 62 , 


r — 3-ei-^. 

et, par suite, 


^ Q /3^p2--hp? 

/I = ao — Py = — , 

, 0 Pi "4" ^9 ^ 

|A = a -f- px = ^ ^ ^ ^ — j 
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ou le radical est pris, comiiie dans ce qui suit, avec sa determina- 
lion aritlimetique. On observera que le noinbre entier n esl la 
norme du nombre complexe ;jl. 

723. Inversement, supposons qu’on se donnc les enliers 6, c, 
tels qiie l\ac — 6- = nx soil positif, et les nombres entiers p, pi, 
donl Ic premier est positif, ct lels que pi zb ip soit pair; les ex- 
pressions precedemment dcrites de a, [3, y, 5 au mojen de a, i, 
c, p, pi definissent unc multiplication complexe par le nombre 

_ Pi -I- tp yZ/TI . 

‘ “ u 

pour la racine de I’cquation 

n -I- -f- CT - = o, 

douL la ])artic purornenL imaginairc esL positive, ainsi qu’on le volt 
de suite cn relouniant les x'aisonncmcnts pr(5cedcnts. 

72i. Au lieu (lu iuulti[>1icalcur [a on pent introduirc, pour le 
m6mc T, Ic multiplicateur 

% 

2 dtaut egul a o ou a i, suivanl quo b esl pair ou impair; pest l^('^ 
a Ml par la relation 

£ 

(A — pM a — p, 

oi'i t est manifoslemcat ciilior. Le fait <]u<j M csl un mullipli- 
catcur complexe, jiour rcsullc, d’aprt^s los dqualions ( 2 ), dc cc 
<|uc I’on a 

— s -- /;*h£ 

]V1 1- CT, 1\1 T — — a T, 

•A 2 

ainsi qu’il csl ais(i do lo v(5rillcr. D’aillours, dc cc quo JVI csl uu 
inullipHcalcur pour 'c csl dc I’cxprcssion dc p. au nioycn de M, il 
rdsullc ({uo [x est, coinmc on Ic sail ddji, uu muUIislicalcur poun:. 

N 

72iS. Si T, csl lie ft T par unc subslilulion lincairc -z, =-= p -> 

ft deitermiuauL aS — jiy <5gal ft i, il cxistci'a unc rmilliplicalion 
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coniplexe pour Ti avec le menie muUiplicateur M; car 'Z\ veri- 
fiera evidemment ane equation du second degre 

bi'Zi -4- Ci'zi = o, 

ou Aa^Ci — est egal an prodiiit de — 6- par le carre dii de- 
terminant de substitution qui est i, en sorte qiie b ct sont de 
la meme parite et que les quantltcs si, analogues a /?i, s, sont 
respectivement egales a ces dernieres. Rappelons d’ailleurs quc 
I’ on a 

J(^) = J(tO. 


726, Supposons loujours qu’il y ait multiplication complcxc 
pour T. Des equations ( 2 ) il resulte que Ton a 


d’ou 


T 


Y 4- OT 



Y 4- $x \ ^ 
oc 4- / 


D’autrc part, quel que soit t, les valeurs x quc prcnd la fonc- 
tion J j quand a, |3, y, 5 prennent toutcs les valciirs cn- 

tieres possibles tclles que Ton ait ao — [5^ = 77 , n clant un nombrc 
entier posilif donne, verifient unc Equation aigdbrique 


F(a7, J) = o, 

ou I’on a dcrit J au lieu de J(t); pulsqu’ily a multiplication coin- 
plexc, J verifiera done F^quation F(J, J) = o. Ainsi ebaque inva- 
riant absoJu qui correspond a unc valcur dc t pour laqucllc il y a 
multiplicalion complcxc, vcrific unc equation alg(U)riquc a coeffi- 
cients cn tiers ( * ). 

Kronccker a appel(5 ces invariants absolus particulicrs : l<is ///- 
i'ar/anls singuhers. Il a dc mdinc ap[>o]<j inadales singdliers l(\s 
valcurs dc (t), qui correspondent aux valours de r pour los- 
qucllcs il y a multiplication complcxc. 


(^} Oil diimonire d’aincux*s (juc c’csi un ixomiirc alj^rihruiuc G/Ub'/\ 
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727. La theorie de la muUipiication complexe est liee aPArith- 
metique. On sail que deux formes quadratiques definiesj a coeffi- 
cients en tiers, 

/ = -h bxy -4- = a ' -H b'x'y' -i- cy 2 ^ 

sont diles (propremenl) quand oa pent passex' de 

Pune a I’autre par line substilution a coefficients calicrs 

= aa? -h pjK, y = -(X 4- Zy, 

dont Ic determinant aS — py cst cgal a i . On a alors 

I a ^ a' OL* H- // ay 4- 

(3) < /> = -4- -4- Py ) 4- 

(^l (/^ — /{aJd cst cgal i\ b- — /\ac- Auk formes prcccdcnlcs sonL 
lieScs naturcllcincnt Ics dqualious 

(t -h bx (\x^ o, <t' />'t:'4- c’ x*'^ r- o. 

Si Pon <l('jsignc par t, t' Ics racincs de ccs equations pour Icsqucllcs 
Ic coefficient do i cst posilifj si Pou pose, conuno jircccclcnuncnl, 

!-/v/{rPr' 

on ddsignant loujours pare, c' dcs ([uanliL(''\s cgalos a o ou S i ol 
<lc m^mo paritc <|UO b, b\ on voil (juc, quand Ics deux fornios / 
<ay‘'sont ci<juivalonl<^s, M cst dgal a ]\L. liu suj>|)()sant toujours 
P^quivalcncc dcs cUuix formes, on pout passer dc -r ii t' par unc 
sulxslitutiun liruhxirc (dc determinant dgal in r), cn sorLc (|uci J(t) 
cst (Sgul h J (t'). 

inversemeut, vs’il y a muUiplicalioxx cornploxc pour t ct V, ct si 
I’on a J (t) s=s J (t'), d’uuc part t cLt' vdrifienl dcs Equations dc la 
forme 

4» ?-x o, // 1 -1- o, 

ofi Pon pout supposor que los nombres entiers a, b^ c sont sans 
diviscur commun, dc m<5mc ([ue //, c' cl quo <: ct cJ aont posi- 
lifs; d’autre purl, k cause dc J(t) — J(^y» il oxislcra dcs entiers a, 
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ji, ^ 

— Lii^ , ao — Py == ^ 5 

a-H P^: 

il en r^sulte que I’eqiiation 

a\ a -i- p': -t- Z>'(a j (y H- St) -h c'Ty -{- ot )2 = o 

c\ les memes I'acines que Tequalion 

^ -h 4- CT- = o. 


11 esL bien aise d'eo conclure que, si Ton suppose 
b- — i ae = b'^ — \ a' c\ 

les deux premiers mcmbi'es sonL identiques, d^oti resultenl imme- 
diatemenl les equations (3) et, par suite', I’^quivalence des deux 
formes envisag^es. On voiL d’aillcurs aussi que M ==; 

II suit de la que PcJgaliLd J (t) = J(t^) esl la condition n6ccssairc 
ct suffisanle pour que les deux formes 

(2^2 ~h Cl' or*- ~h b*y^ 4- 


boient eqiiivalentes. Si Ton range dans une mfime classc les formes 
dquivalentes, on voit qne la recherche du nombro dc classes pour 
un deleiuninanl h'^ — /lacc^o donne revient a la recherche du 
(legrd dc I’dquation F(J, J) = o. 


§ IX. — Decomposition d^un nombre entier en tme somme 
de quatre carr^s. 

728. La comparaison des dilTorents ddveloppcmcnls on sdric 
d’une m6me quaiultc, quo fournil la llnSonc des fonclions cllip- 
tiques, conduit souvciit a des propositions intdressautes d’Arith- 
m^tique. 

Signalons, d’apros Jacobi (*), Ic llu5or6mc surla clccomposilim) 
cn carres. II va r^siillcr de IhMcnlilicaLion des deux ddveloppc- 


C‘) CSSuvres computes, l. T, j). •>.')<} (Hu des Fundamenta) oL p. 
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ments (XXXVI^,0 et (CX^ ) 

( n=-i-eo \ i 
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(Vi 


ou v= I, 3 , 5 , 7, .... Considerons d’abord le premier de ces 
deux ddveloppemenLs. 

On I'cconnaiL dc suite, a cause dc ridenlil(3 


/f «' «, 


quo, si Ton ordonne l('i carrc dc ^<7"* suivanL les puissances en- 

// 

licrcs dc ^7, Ic cooJTicicnl dc sera Ic nombre dc solutions dc 
r(U|uaLion 

H- -r= N ; 

dc m6mc, dans Ic cube cL la quatricinc ()uissancc dc 
cocnicicnt dc sera Ic nombre dc solutions dc rdquation 


,/'2 -- N 


OU do F6cjuatioiii 




(^Jicrclions mnintcuanl \e coefficient do (/^ dans les deux series 


Soil 


^ e/SV 




V 

n 00 


n . 1 




p dtanl iin nombre cnlicr posilif impair, cl consid< 5 rons le cas 
o(i V est jdus grand que zdro. I^our quo av(a+ r) soil cSgal a 
ilfaiitel il suf/it (pie v suit un divisciir dc /?; cliacuu dc ccs 
diviscurs correspond un terme cn cj^ dans le. |)rcmicr dcivcloppc- 
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mentj le coefficient de dans ce premier developpement sera 
done en designantpar A(/?) la somme des diviseurs de /?. 

Si Ton a 


n devra avoir la forme aP^/, d etant im diviseur de p qiii pent 
d’ailleurs etre egal a i ou a /?, et p un entier qui peat elre nul, 
inferieur ou egal a /\ Inversement, si /^ est de cette forme, cn 
supposant dd' =p^ il ^ aura iin nombre* 

qui rendra -f- 1 ) ^gal a 

Si p est inferieur a [i esl impair; le terme da second ddve- 
loppement qui correspond aux nombres el p est ainsi — 29 d; 
la somme de ces termes qui correspondent a une m^ine valour 
de d est 

P=/-i 

— d 2 29 = — d{ — i), 

P=:0 

,et la somme de tous ces termes qui correspondent u unc menic 
valeur de p est done 


Si p est egal a r, ^ est pair; le terme du second developpement 
qui correspond anx deux nombres d ci p — r csl 2 ''d ; la somme 
de ceux de ces termes qui correspondent i une memc valeur dc p 
est 

Finalement, Ic coefficient dc ( 7 ^, dans la somme 


est 


(V) 


2^(p) ,) ^ ^(p)2'' rr: :i^(p), 


cii supposant /*>>o. Pour r~o^ on voit de mfime quo ce coef- 
ficient est < 1 ^ (/i). 

On voit done qiie Ic nombredc solutions dislinclcs, cn nombres 
cnlicrs positifsnuls ou nc'^galifs, dc IVtqjialiou 


nn /i'2 /{f'i y 
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esl 24 ^(p) ou 8 Ai(/>), suivant que 7* est different de z^ro on egal 
a zero. II faiit entendre que les solutions n, et 77,, n\, 

n", n"^ sont distinctes si Ton n’a pas a la fois n=:/it, n^ = n\^ 

Non seulement on a ainsi demontre la possibilite de decom- 
poser en quatre carr^s un nombre entier quelconqae, mais on a 
le nombre de ces decompositions. 

L’identite (XXXVTo) 

2r](o) = 2r|(o)-H.^Uo)» 

Lraitee d’une facon analogue, conduit k la proposition suivanlc ; 

Lc nombre dcs decomposilions en quatre carres quelconqucs 
d’un on tier impair cst ^gal a luiit fois le nombre dcs decompo- 
sitions du quadruple de cet cnticrcn unc somme de qualre carrds 
donl les I'acincs sont dcs nombres tons impairs ct positlfs (^). 


(‘) lo Cours (lc Gh. IlcrmiCc, r<Sdig(i par M. Andoyeu, /j” (Sd , p. v'li. 


T. n M. « IV. 


tH 
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NOTE 1. 


Sur la fonction de d^finie par F^galite t = 
et sur uu theor^me de M. Picard. 


.x^rx) 

'X(x) 


On a explique au Ghapilre VII commenl t: est une foncLion uni- 
voque de x dans le plan (£ obtenu en praLiquant dans le plan de la 
variable x deux, coupui'es allant le long de Pax-e des quantiles recllcs, 
Pune de o a — oo, Paulre de i a -t-oo. En dehors des coupurcs la defi- 
nition de t: n’ofTre aucune difficulte; nous avons explique au n" S 45 
comment, au moyen des formules (GXX), on pouvait compUlcr cetle 
definition sur le bord superieur dela coupure de droile et sur Ic bord 
inferieur de la coupure de gauche ; rien n’emp^che, en dlslinguanL 
les deux hords de chaque coupure, d’adopter une definition scm- 
blable sur le bord inferieur de la coupure de droite el sur le bord 
sup4rieur de la coupure de gauche; la fonction csl alors 

definie dans Loutleplan (5, y compris les bords des coupurcs, sur les- 
quelsla fonction prenddes valeurs infiniment voisincs dc cellcs qiPcJlc 
prend en un point infiniment voisin de la region du plan a laquellc ap- 
partient le bord consider^ et ces valeurs sont fournies sans ambiguyic 
aucune par les formules (GXXrJ. G’esl seulement aux points o, 1 que 
la fonction n’est pas definie. Nous representerons les bords do ces 
coiipures par des paralleles infininnent voisines Ss, 8'e', cn 

regardant Ss, y'r/ comme appartenant a la region superienre du plan, 
o'e^, 77] comme appartenant a la region inferieure; nous relieroius cos 
coupurcs par des cercles infiniment pclits ooco',yPy^ decrits rcspcclive- 
ment des points i et o comme centres (les points a, p sent suppostVs 
sur I’axe des quantiles reellcs); enfin, nous decrirons, du point o 
comme centre, un cercle do rajon infiniment grand qui rencontre 
les coupures aux points s, s', tj' infiniment eloigries. 11 csl clair 
que le contour aoer/y'pYr, e'o'x Jimite une region (S) sirnplemcnt 
connexe dans Ic plan (T. Noire but est do montrer comment sc fait 
dans le plan de la variable x, lie a x par la formule 

.X'{x; 
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rimage du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for- 
mules (CXX) y suffisent entierement. Nous representerons sjstema- 
liquement par (a) le point dii plan des t qui correspond au point a 
dll plan des x. 

L’image cherchee est figuree scliemaliquement ci-dessous : 


I 

{ 





Les jioints (a) oi ((3) sont siir I’ax^e dos quantiles purement imagi- 
iiaires, })ronn(;r Ires pros de o, le second Ires liaiit. L’aire a drolte 
dc la iigne poucluoo est Piinagc do I’aire de (S) qui est au-dessus de 
l’a\e<les quaiiliLcs recllcs, Pairc a gauche Cbt Timagcde Taire cle (S) 
([ui est au-dossous de I’axo des quantites rcelles : deu\. points x 
d’afliKes oonjuguces out pour images des points (x) symetri((iies par 
rapport a Paxe des quanLitos purement imaginaxrcs, 

II nous Taut justdier les divorsos parties de celtc figure. Supposons 
(I’abord quo x docrive le jmtil ccrcle 5 fonnules 
moil I rent de suite <[uo, x etant Lr<\s petit cn valour absolue, on a 



, 4 

— X) --h r^(x) ^ 

— X ) — S ( X } — 



X 

To' 


on sorte ((ue x est scnHihlcmcnl — ^ logx, le logarithine ajant sa 
determination principale. Si Ton pose pour un instant xi.rp6"^^, on 
aura 



0 

7C 


tlogp . 


X di'scrivant le petit ccrcle PT' ^ <llmlnuc on pariant (Fune valour un 

pen inferiourei\ r pour ahontir k unc valcur un pen siipcirieure a — i; 
lo point r oil (x) decrit done, approTcimalivemenl, Ic segment de 
droitc parulltde a Taxe des quantiles reellcfl, qui va du point ( y') ou 
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La figure decrite par le point t quand decrit le petit cercle o'ao 
se deduit de la precedente par la formule /('/v) =r= point 

I —X decrit alors, en effet, le cercle y 3^? /(^ — ^0 decrit ap- 

pro^iimativement le segment rectiligne qui va de (y') a (y) ; /(x) 
decrit done approximativement iin arc de cercle de centre o allant de 
(o') a (5), arc de cercle correspondant evidemment a un angle au 
centre infiniment f>etit. 

Si >c decrit le bord superieur Be de la coupure de droite, on pent 
regarder x comme prenant des valeurs reelles de i a -f-oo; j varie 


alors de I a s’eleve done sur I’axe des quantiles purement 

imaginaires d'un point tres voisin de o a un point tres dloign4 ; de La 
formule ^ d^duil, par suite, que le point /(x) 

decrit dans la region sup6rieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diamelre le segment qui va du point o au point i, ou plutdt du 
point (B) au point (e), puisque x ne va que de 8 a e. 

Quand le point x decrit la coupure B'e' sj^m^trique de 8s par rap-’ 
port a Taxe des quanLit6s reelles, le point /(x) decrit le demi-cercle 
sym^trique du precedent par rapport k I’axe des quantiles purcmenl 
imaginaires. Quand x decrit le demi-grand cercle stq' dans la region 

superieure du plan, ^ decrit le demi-petit ccrcle py? f j decrit 

approximativement le segment rectiligne qui va de (p) a (y); done, 
enfin, 

/(-O 


T=-./(>c) = 




decrit un arc de cercle infiniment petit de (e) a(vi') dans lo voisi- 
nage de i. 

Quand le point x decrit le bord superieur Tq'y' de la coupure de 
gauclie, en allant de — oo a o, le point i — x decrit le bord inferieur 


s' 3^ de la coupure do droite de -Hoo k i, 


A^) 


decrit done le clemi- 


cercle (s') (o') et Tin /(x), la parallele men<ie du point x k Taxc des 
quantiles purement imaginaires a partir de (v)') infiniment voisin 
de (e) et de i, jusqu’a un point (y') infiniment <SIoign6 au-dessus de 
Taxe des quanlites r^elles- 

En r^unissant touLes ces parlies, on a rimage compUto. f.^ure (S) 
cl son image se correspondent, poinl par point, d’unc fayon univexjue.^ 
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On pent si Ton vent supprimer les arcs infiniment petits ainsi que 
le c6te (7^) (y) infiniment eloigne vers le haul; on a alors le theoreme 
suivant : 


Sc dans le plan des v. on pratique deux coupicres allant de i d 
CO et de o d — co le long de Vaxe des quantites reelles, et si Von 
regards le bord superietir ou inferieur de ckaque coiipure comme 
faisant par tie de la region super ieure ou inferieuref, le plan des v. 

ainsc coupe ^ par la transformation conforms a pour 

image la partis du plan des t limitee : en has par les demi-cercles 
situes aU’-dessus de Vaxe des quantites resiles j et ay ant pour dia-- 
metres les seg?nenls de droile allant de — i d o et de o d -4-1, 
a® Cl droite et a gauche par les paralleles nienc'es par les points 
“f* I — X d Vaxe des quantites pavement imaginaires . Les deitx 
deini-cercles sont las images des hoid^ infei tear et superietir de 
la coupure de droite; les deux paralleles sont les images des bords 
superieur et inferieur de la coupure de gauche. 


Quand on travci\so.la coupure de gauche ct qu’on rcmplace x.'(x), 
X(x) par les foncLions qui les continucnl, la fonclion ({ui conLinuc r est, 
connno on I’a vu (t. Ill, p, aof)), i: ±: a suivant qiie Ton traverse la 
coupure de haul cn has ou do bas cn haul. De m6me quand on tra- 
verse la coupure de droile, la fonclion qui continue r est — ^ — ? sui- 

j i.| : 'jt T 

vantquo Ton Lravers(i la cotipure de bas on haul ou do haul on bas. 
On rcoonnatl Ires aisemonl ((uollcs images du jdan des coupe comme 
on I'a o\pIi<[uc'i, fournisseiil les transformations couformes corrospon- 

danl a <ieH nouvoUes braiudios de la fonclion 

\(x) 

Si nous envisagoons la fonclion t “ /(x), didiuie en un point non 

sitmisiir leseoupures, ainsi qu’aux environs do Xq, ct ohtenue par con- 
Linuaiion le longdhuie courbo qnelconquo, pouvan I traverser les cou- 
pares, rnais non les points o ou j, nous savons que cello fonclion esL 
holornorpho a rintericur de lout contour simple eulouratJt Ic point x„ 
et ne c(jiUenaut ni le point o, ni lo point i. Dans unc aire oonlcnant 
Pun ou Tautro do ocs points singuliers, la fonclion /(x) est suscep- 
tible d’uno infinite do dcUerniinaLious, main Louies les branches de 
(Settc fonction ((uc Ton engendre cn tournant autour dc Tun ou de 
I’autrc <I(5S points sing'uliers o, i sont toujours rdguliftres en nn point 
quolconque du plan autre ((uo o et x, En outre, lo coefficient de 
pour unc valour quolconque de/(x), est toujours posilif. 

Ges propridtds dc la fonction /(x) out pormis k M, E. Picard 



268 


FONCTIONS ELLIPTIQUJES. 


d’etablir une proposition importante concernant les fonclions enlieres 
(transcendantes ou non) et que voici (*) : 

S’il existe deux nombres a, b, tels que la fonction entiere ne 
puisse acquerir, pour aucune valeur finie de s, ni la valeur a, ni la 
valeur b, cette fonction est une constante. 

Si la fonction entiere g(::) ne prend ni la valeur a, ni la valeur b, 

la fonction, aussi entiere, - ^ ne prendra ni la valeur o ni la 

valeur i. II suffira done de demontrer qu’une fonction entiere ^(s) 
qui ne prend ni la valeur o, ni la valeur i, est une constante. 

Dans la fonction t = /(x) precedemment definie, regardons x 
comme etant egal k g {z)-, nous obtenons ainsi une fonction de z que 
nous designerons par F(5) et qui (o'* 49) est regulierc pour touto 
valeur de z, puisque x n’esl jamais 6gal ni 4 o, ni a i. La seric 
entiere en - — qui represente la fonction F(5) aux environs de 
nepeut avoir un rayon de convergence fini (n“ 55); la fonction F(5) 
pent done etre repr^sentde par une s^rie entiere en 5 — 5o (ou en o), 
convergente quel que soit z\ e’est une fonction entiere. 

Si, d’ailleurs, on pose F(5) = a + in, a et n.etant rdels, on est sfir 
que B est positif, quel que soit .s; or on a 

I e' f(-) I = < I ; 

la valeur absolue de la fonction entiere 4tant plus petite que i, 
quel que soit z, cette fonction est une constante ; il en est done do 
mdme de F(-), et, par suite, de g(z). C’est ce qu’il fallait dc- 
montrer. 


(') Annales de I’icele Normale sup4rieure, i88o. Cette proposition, gciniSra- 
lis6e tout d’abord par I'auteur lui-m6me, a re^u, grAcc aux beaux travaux dc 
M. Borcl {Legons sur les fonclions entires, 1900), une extension considerable. 
Nous n’avons en vuc que la demonstration mCme dc M. Ibcarcl, relative an tlit‘o- 
rdme 6nonc6. 
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NOTE 2. 

Sur les suites aritlimetico-geoni^triques de Gauss. 

En par tan L de deux nombres positifs quelconqucs ao, dont le 
preniicr sera suppose jdas grand que le second &o> considerons la 
double suite indefinie 

^^ 0 ? ^1} ii • • • 1 n — 1 j /i j • j 
f^Cit ^2} -••7 •• 7 

oblcnue en siipposant, en general, 

—H h fi— [ , /- — . — 

( I ) ((ji =- j y n — l ( /i = I5 O, . . , 

oil Ton doit eulendre, oomnic dans ce ((iii suit, quo Ic radical a sa 
iletcrnunaLioii aritlimeliquc. 

On volt de suite ((uc Ton a 

„ /, _ 1 1* ,, , A .. I -1- Ah' I 

~ ^ y," 

^ ^ fhi __ f “71 v/ I \ ^ I \ ^ ^ 

' ^ «// “ f- Z'/. H- //>/,' 1 / ’ " V - 1 ' f I / ’ 

la (lerniero iu6galit6 resultant de cc que Ton a 

1 (gJ/j -1 “i- 

Lea formulos priic^dontos montrenl quo Ton a 

lea norrii)rcs ... vout done on d<3croissanl; Ics nombres />y, 

/q, ... vont en croissant; les nombres ... restent in- 

f6rieurs aux nombres <7^^, (7^1, . . . do m6mo indicc; les deux suites 

out done uno limite ; cette limiito est Ja rnCme a cause do rimigalitc 

/ < / gt o-- 

<lfi, - 4 - bf^ \ ^0 Hh / 

(jui risulte imm6djatomcat de riinSgalitct (»)• On volt sur riinSga- 
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lite (3) qae les deux suites convergent tres rapidement vers leur 
limite commune. 

Si Ton pose 

2, 3 , 

il est clair que Ton aura 

lim Ca = o; 

n =ao 

au reste, on reconnait sans peine que Ton a 

• 

Gauss a appele la limite commune des deux suites ... et 

^0, ^1, Idi^moyenrte arithmetico-g^ometrique des deux nombres 
positifs donnes bo, et Pa rej)r6sentee (*) par le symbolc \x. On a 
manifestement, quel que soit le nombre positif h, 

^(hao, hbo) = h[x{aobo). 

Proposons-nous d’6valuer la moyenne aritlimetico-geometrique des 
deux nombres positifs 

^^0 = Sr|(o|T:), 

oil j est un nombre donn(§ reel et positif, en sorte quo q = est 

r^el, positif et plus petit que i, et que >• )> o. On a immedia'- 

tementCXXXVIe) 

Co = 3^1 (o[t), 

puis (XLVII4), 

«I = 1 [SI (o h) (o I T )1 = &| (O I 9 , T ), 

hi = s/aoba =: | (o | t) = 3*1 (o | *xx), 

C, = = i [&|(o|T)-2r|(o|T)] =2r|(o|9T), 

et, en r6p6tant le m^me raisonnement, 

= 32 (o[2«t), bf^ = 3 |(o I OJH), Cn — 3 |(oI 


( 1 ) WerkCj t. Ill, p. 352; voir aussi t. HI, p. SGa ct suivaatcs {Nachlass), oi’i 
Gauss emploie le symbolc M au lieu dc p. 
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Quand n croit indefiiiiment, = tend vers zero, done <?„ et 

hfj, tendent vers i ; nous aurons done 

[a[2rno|':), Si(oh)] = .. 

Le cliangement de x ea — dans cette formule, donne (XLIIInjis) 
[.[-TSr^CoIx), ?2rKo|x)]=,, 


ct, par suite, 


,x[Sr|(olx), SiCo|T)j = ^ = 


Ccci pose, appliqiions les formules de transformation quadratiqne 
(Ic Gauss, cn nous rnppelaiit que X ydosigne Ic module correspondant 
a line valeur do t egalo a la nioliUl de celle qiu correspond au mo- 
dulo /», etque Ton pent done poser siauillancmcnl (XXXVlIi^g) 
les formules (LXXXIV), cny chaageant, loutefois, t on 2 t, 


Sr® (0 1 X ) 

^*0 

X' — — - 


srr,«)|x) 



Sjfolx}' 

.'^>_hxj _ 

- £1 

/•'= = 

_ 2 r| (0 1 ?.x) 


TfT 

"1 

“ Sfllo 1 ix) ■ 


Si I ’on dobigne par ct <po les fonclions ampUCades^ comprises 
oiiLro 0 ct de u oL do - > pour les modules X eL A', eu sorie que 

Ton ail 

\) =5 sii =" siu<po, 

la formule (LXXXlVi) fourniL la relation 


sin\S^y ffv {cti -h Cl ) 


a I 


quo Pon pout (icrirc, puis<iuc -J- csL 6gal k 


ff () — b p 
(Iq -h ^0 


sintj^o ■ ^(i^t,os*'(po'4-' v.«o hin^tpo' 

c’osL sous oollo forme quo Gauss on a fait usage (*). 


•>.<*0 S'" <Po 


(') Warfee, i. XII, p. 3Sa. 
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Des relations 

d^o = am{u, 1), 


Oq == am 





on deduit, d’ailleurs, par inversion, 


u = 



clt 

/ 1 — sin2 1 j 



dt 

I y/ 1 ^2 Slii2/ 


en sorte que I'equation (i) est eqaivalente a celle-ci 


(r 


bis) T 
V n 


4^0 


dt 


I v/ COS2^ -h 31^2 


' p <Po 

^0 I v/^ 




De meme, les deux, relations 


( 2 ) sin4^,i = 


aayt sin cp;t 


cos® i - 1 - bf sm2/ 




el 

(2 


'/^’K 

bis) I 


) cos2cp,i-+- a, an sin^O/i 


dt 




v/oJcoPTh-^ 


dt^ 

1 Jo I /« A+1 cos‘^ / ~h 


-h 6,i+i siiH/ I 


sont equivalenles quel que soit /i = o, i , 2 , 3, . . . . 

Ces formules permettent de ratnener le calcul d’unc intdgralc ellip- 
tique quelcoiique de premiere espece, mise sous la forme normale do 
Legendre, et dont le module est reel et compris entre o ct i , au calcul 
d’une inlegrale du m6me type ayant un module positif plus petit 
qu\in nombre positif aussi petit que Ton veut. Si, en elTet, 

dt 

/a J cos2 e-h b^ sin^T j 



est I’inlegrale donn6e, k module la forraule (j bis) monlre qii’ollc 
est 6gale a Fintdgrale 

r’?" 

a module ^ moindre que — , et oil s’exprime au moycn de t^o par 

la formula (i). En prenant ensuite ipi = <po dans la formulo (a bis) 
^crite pour n= a, on voit de mSme que I’intdgrale donnec est 6galu 
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/ 


dt 


! \l a\ cos2 t-\-b\ sin2^ | 


a module — moindre que —1 et ou fi s’exprime au moyen de = 

par la formule (2) ecrite pour n =1. Et ainsi de proche en proclie, 
on appliquant les formules (2) successivemeuL pour 2, 3 , . . . , el 
on prenant chaque fois = on voit que Ton a pour tout 

indice n, 


I COb*-*/ -H 


-H sin2/ 


t 

'-'0 


cU 


\\/a ft, cos"-^ t ^ bfi sin-/' | 


s’exprimant au moyen de par la cliatne d’equatlons du second 
dogrd (en sin 

o.ai sin cp/ 


sin ; 


(cfi 1* />/ ) eosi^cp, H-* siu^cp/ 








(/ = O, I, 2, . .,70* 


Or, par un clioix couvcnablc do //, on pent toujours s'arranger do 
fagou quo lo modulo positif — do la derniiu'c iuLcgrah'. soil plus petit 

Ctfi 

(ju’un nornhre positif dound h Pavance aussi petit <juc I’on vout. Lo 
lluu)rorno aiinonco osl done demontre* 

parliculier, si Ton a a calouler pour un modulo (pielconque 
donuc, oorupris cutro o ct i, la valour do rinL6gralo coniplcLa do pro- 
luioro espooo de Legoudro 

TC 

Jq I cos*-*^ -j- / 7 g siu'-^ / 1 

on voit que cc calcul revient a cclui de rinl6gralo 

E 

f ^ ^ 

Ja I / ^ h’* "bfsit^i I 

qui lui csl (Sgale, quel quo soil Ic choix que Ton fasse do riiulice n, 
ct pour iaquelle lo module peut 6lro rendu aussi petit quo Ton veut. 
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JNOTE 3. 


Sur les covariants H et T d’une forme biquadratique R. 


Toute forme binaire biquadratique 

R = CLq Z I — H 4 ^ 1 '^! -^2 ^ ^2 1 2 ^ *^1 "^2 ^ 2 , 

admet, outre son hessien (t. IV, p. 70) 

H = Ao j 4 Aj[^ j ^2 6 -^1 "+“ 6 A3-OJ ■‘^k "^2? 

un second covariant T que Ton peut d(^finir par Tune ou Tautre des 
6galites(^) equivalentes 

T == ~~ [ R( Aq z j -h 3 A.\z \ -^2 -+- 3 A2-01 ”+" A3 ) 

<S2 

— H(^0'3i -4-3^j[-o|52 -4-3<72'«1'^2"+“ )]? 

T =- -i[ R(Ai5?-)-3A2S?^2-(-3A,5,si-HAj^i) 

Zi 

H ( ^ J 4- 3 <^2 52 5 i ^2 H- r, 5 | )]. 


Dela relation p (2 — a — b)=z elabUe(p. 74 du t. IV), 

on decluit aisement une relation fondamentale qiii lie les deux cova- 
riants H et T aux deux invariants ^ Aa forme R elie-m^mc. 

Reprenons les notations 

5 = 9 ^ — fill), y 

-—2 


on aura, d’une part, comme on vient de le rappeler, 


(0 




II ( 5i , ^2 ) ^ 


(*) La difference des seconds membres, multiplidc par "2 prescnte sous 

la forme RII — HR et est done nullc. II pent <iLre bon d’obscrvcr que Ton a 
aussi 


1 /dXi dll dll dR 
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cl’autre part, on a 

- — — = — a — h) = d(‘iu'). 

et comme la relation — — =du pent s’ecrire 

v/R(^) ^ 


on a aussi la relation 

32 dz I Z\ d 32 


\/K( 3i, Zx) 


(■>) 


= da^ 


dy 


/H(3 i, Zx) 


— ^ 2 jK — ^3 


Si dans la relation (2) on remplace y par sa valeur lirce de (i), on 
obtient rcgalilc 


32 3 I 3 j dZx 


wdn 


\/H{3i, Zx) U'** -4- /,^2 llb^ 


niais — Ilrfll csL uno fonction lineairc oL homogcnc clc {Iz^^ dz^ 
dont il osL ais 6 do calculor les coefficients; le coefficient de dz^ est 
232T, cclui de ciz^ ost — ii3iT; on a done 

3*2 <^31 3i d^ ^(32 C^Zi — 3i dZi ) T 

VK( 3i, Z^x) v/ K( g2 IIR^ gs 

On cn d 6 duil la relation fondamcnlalo (^), due a M. Jlcrmitc, 


T2 ,/i H3 ^^2 nH« — g^ l\ K 


(*) M. VVkuku, EUipt* FuncUomn, p, i3, part inversement <lc coUo relation 
pour (Stal)lir l’(igalitt'5 (x). 
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NOTE 4. 


Sur line transformation du second ordre qui relie les deux cas 
ofi les invariants sont r^els. 


Nous avons signale, an 612 , la transformation quL permet de 
passer d’une fonction y =:.p{u \ to^) dans laquelle les deux periodes 
2tO|, 20J3 sont imaginaires conjugiiees a la fonction 

\ 

) 


\^P (^u I 


to 3 - 


• coi to j — tOi 


dans laquelle les deux periodes sont, Tune reelle, I’autre purement 
imaginaire. II convient d’etudier d’un peu plus pres cette transfor- 
mation, en raison du parti qu’on en pent tirer dans les applical.ions, 
Observons d’abord, sans rien supposer sur les periodes atoj, 2003 , 
que la fonction Y peutetre regardee comme une fonction doubleineiil 
periodique avecles periodes 2t0|, ato^; eJle admet alors comine pdJes 
doubles, dans le parallelogramme correspondant, les points o et 
(Oj-f-ws; la forinule de decomposition en elements simples fourait 
iinmediatement la relation 

Y = p f w ) -f- p ( H- t02 ) — Ci ■= p -H ~ 

jr — e 2 

Oil Ton a ecrit pa, ou j', an lieu de p 1 to., ). 

f£n designant par E^, E2, E3 les vaieurs de Y pour u ~ , to.,, 

( 0 .{ tOf I 

, on Irouve de suite 

2 

r-= 2/?? Cz, 

Eg =-= 

E3 = 2/m' — 

ou I’on a pose, com me au n'" 59 


(O3 "4- <0 1 / ” — - / 

ti) — . p ==r e, 1- /C2 — t>;j, 


m'=:p 


to 2 to I 


2 


— 


-/(!*- <'i /(>s - 
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(y — 771 


Y- E3 = 


(y — m' 

r — <^ 2 ’ 


r n’ _ (y — ^i )(r — 

, 11,2 — — , 

y — 

clY iy — mMy — ) 

dy (j— .^ 2 )^ 


Si nous nousplacons maintenant dans le casoiicoj, tOg sontdes ima- 
ginaires conjuguees, la partie reelle el le coefficient de i etant positifs 
dans tog, les quantites A -f- B i , e^—A. — Bi seront des imagi- 

naires conjuguees, Cj =: — lA sera reel et B sera positif (n® 565) : 
\/c \2 — 6^13 \/i^ 2 — sont des imaginaires conjuguees et leur produit 
estposilif. Les formules precedenles comcident avec cedes 
dll n<’ 6ll2. Les points 7 ?? ct 7?i^ sont les points d’intersection (le pre- 
mier a droitc, le second a gauclic) dii cercle deceit da point 6 ^, 
romrnc centre (‘t passant par les ])oints Si Ton imagine pour 

an moment quo la variable Y soil figuree sur 1(3 rnerne plan qiie la 
variable on volt ([no nd sont au milieu, Ic premier di^ Ei, le 
st 3 coii(I (le cl <(ue lo point Y, dont raffive est li(';e a celle tin 

point Y pa r la relation 








pent H’oblimir })ar la construction suivanle : on prend le sj miUriqnt'. 

550) )'i dn point y par rapport au cercle (c*a), puis le sjrne- 
trique /^du point jq par rapport t\ I’axe d('s <|nanlil(3S r(!‘elics; cii sc 
ra))])elant (fuo (co — cq) (c,j - c,) est le carre du ra}'<)n dii cerele (c^), 
on voit do suite (juc Ton a 

Y - -Ci — ca) H“(y— C2); 


\ <^sL (lone le quatriome sommist du parallclograrnme <lont y, .y' 
sont trois somnnUs. AukiIoux points >q y^ li6s par la construction quo 
Ton viont d(idire, eorrosixmd cWidemrnonl un memo point Y; Win des 
points/, jk*' est a rext^ricur du cercle (Ca), rautro <^st a rinUudeur. 
Si run des points /, y’ est siir lo cercle ((\), il en (ist de memo do 
I’aulre, ct, dans cc cas, Ic point Y est sur I’axe des <(uantilCvS reellos 
on Ire cl El ou enlrc Ca la E 3 suivant quo la partie riitille do / osL 
positive ou negative. ljors(|ue/ ost un point de Taxc recl,/i ct/' sont 
tons deux confondus ave(^ bs conjuguo liarmoni(iao de / par rapport 
aux points /;/, /m' cL le point Y est sur I’axo des quantiUis r6cUcs, a 
droilo do El ou a gauche d<i E^, suivant <(ue/ ct/' sont a droile ou a 
gaiKihc do 6*a. Si y oroit lU k /;?, ou diicroil de -hooa Y decrott 
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de H- 00 a El ; de meme si y decroit de a ou croit de — 00 a 
Y croit de — 00 a E3, Ces direrses remarques se raccordent tres faci- 
lement aux considerations developpees aiix n®® 594 , 595 et dans la 
Note qui lermine le Tableau des formiiles. Le lecteur petit, par 
exemple, se reporter a la figure de la page 164 pour ce qui coiicerue 
la correspondance entre le plan des 7/ et le plan des defini par la 
relation y = p u. 

Remarquons d’abord queles deux points j’, y^, qui se correspondent 
par la construction que nous venons d’indiquer, peuvent etre regar- 
des comme les images de deux points z/, symetriques par rapport au 
point 5'(t05 ■+■ tOi ) ; a ces deux points ii dontla somme des affixes est 
cogH- coi correspondent, en efiet, deux points yzz^^pu et y^ ~ p {u ^ 
en sorte que Ton a 

— ^2) =- («2 — ^3)* 


L’image du rectangle du plan des i<:remplit toutle plan des y et con- 
duit au systeme de coupure figure a la page i64; Timage du meme 
rectangle, en vertu de la transformation 

T-j 

remplit deux fois le plan des Y. Si Ton separe ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de osj a 0)3, droite dont I’imagc dans le 
plan des y est Tare £1^63 da cercle (£2)? Ic rectangle de gauclio aura 
son image, dans le plan des /, a VexCerieu?' du cercle (£2 ). Si le point u 
decrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les 
points o, — coi), toj, <*>3, i(^3 — ^^1)? <>, le point 

se mouvra siir I’axe des quantiles reelles de — co k ^ puis, sur Ic 

cercle (£2) de J?i' a de £1 a /??, de in a £3, de £3 a m' ; ]>uis, sur I’axc 
des quantiles reelJes de m' — 00, en ayant toujours Taire in(l< 5 finie a 
sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas I’axc des quan- 
tiles reelles et s’y mouvra de — 00 a K3, de E3 a E2, do Eg a Ej, i)nis 
reviendra cle E^ a Eg? de Eg a E3, de E3 a — 00. L’image du rectangle 
de gauche envisage (dans lo plan des u) rcrajolit tout Je plan des Y. 

De m6me, Timage du second rectangle du plan des «/, symetri<[uo 

du premier par rapport au point sc fait a I’inLerieiir du 

cercle (£2) dans le plan des y, ct remplit lout le plan des Y, Si le 
point ic decrit le contour de ce rectangle on passant successivement 
par les points <0,-1- Wj, Kwi -f- 3co,), w,,, ■|■(w 3 -+- toj), Wi, 3 cOi), 

t03-hc*)i, le point / se meut sur I’axe des quantiles reelles do £.4 a /n', 
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puis sur le cercle (sg) de a £3, s^, m' pour revenir le long de 

I’axe des quantiles reelles de a sg; le point correspondant Y decrira 
le meme systeme de coupures que precedemment. 

On n’a des lors aucune peine, lorsqu’on siibstilue dans une inte- 
grale definie J * a la variable jk, soil la variable Y, soil la 
variable z/, a voir comment les chemins d’integration se corres- 
pondent. 

Au lieu de la transformation Y = p 
pent employer la transformation 

Z = I oJa-f-Wi, t03 — toi), 


t03 -i- a)j[ a >3 “ 


a 




on 


c’est alors qui s’exprime rationnellement au moyen de Z. En 

conscrvant les memes notations, sauf a designer maintenant par E'^, 
Eg, les valeurs de Z pour z/ =:(i>3 -f- toj, — toj, on trouve 

sans peine, par exemple, en se servant de la formule d’homoge- 
neitc (III3), 

= e' E3 = ?;E., 


puis, par la formule do decomposition en elements simples, 

JK ■=: p (Z 4 I co-t -H 0)1, (03 ■— (0i ) -H p(Z 4 — a 0)3 | 0)3 H- (0 | , 0)3 — (0i ) — Eg 


c.Z h 




T — A’ 


en continuant de poser 

Z*! A “h B Z, Ci r- O. C3 = A — 11 {. 

On en tire 


/ 3 r,H-(? 3\2 


■/--A" 


A- A 


Z — A 


) ^ 


La conslruclion ud poinly au moyon du point Z a’eflcctue on se 
servant <lu. cercle ( A) d6crit <lu point A ■= Ej •= J (Ci 4- Cj ) commo 
centre avoc uti rayon 6gal & -J- B. On prend le syanitrinuo Zi do Z par 
rapport au cercle (A), puis le aym6trique Z' de Z, par rapport tk la 
droito qui joint lea deux points «i, Cj? lo point jest le sommot oppose 
au point A d’un parall6logramme donl trois sommets sonl A, Z, Z'; 
les deux points Z, Z' fournissont le m6me pointy. 

T. ct M. — tv. >0 
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La transformation precedente pent etre commode quand on a affaire 
a des valeurs reelles de j] on observera que le point u allaiit en lignc 
droite de o a -h cog, puis de -h cog a 2t0g, le point Z va sur I’ax^ 
des quantites reelles de -H oo a E'^, puis de a A, et le point aussi 
sur I’axe des quantites reelles, de oo a — oo. 

Ces resultats mettent en evidence I’existence d’une transformation 

rationnelle a coefficients reels a: = , qui transforme 

a -f- M T 


oil le polynome dll quatrieme 


/ d Z'* 

— => oil le polynome dll qualrieme 

degre R(^) a coefficients reels admet deux racines reelles et deux 
racines imaginaires en en une dilTerentielle de la forme 




On peut, eneffet, d’abord changer la difKrentielle f - ■ par une 

J /U(57) 

transformation lin^aire en une dilfdrentielle do la forme 




on posera ensuite 




_ 

4(Z-A}' 
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NOTE 1). 


Sur le sens de la variation des fonctions 2r pour des valeurs 
r^elles de Targument dans le cas normal. 

IjCk rcsuiUUs cLablis au n*’ 175, rolalifsa la variation dos fonciions S’ 
dans le cas ofi j positif cL oi'i la variable v cst reclle, dovienneiil 

inluilifs lorscpdon so reporlo aux fonnulos do decomposition on fac- 
teurs (XXXII,{-.«). Obsorvons d’abord (jue, dans los qualrc seconds 
inoinbrcH, los produits iidinis <|uc J’on voit /if>urer sont forints do fac- 
teurs loujourH positifs (pii tons variont dans lo memo sens (juo 
* <u>sv. i'lT: j)our Hjjj, (jno i- co.s lu’ 'll: pour ^* 2 , lo s<uis d<ila varia-* 
tion du [H'oduit iidini est le monu^ quo celui <le sos fa<4<uirs. Le s<nis 
(1(^ la varialion de TJaCi’) et de <‘.Kt alnsi evidcuil. (^)nanl a 

a cn Lmaat oom|>U^ des facl<5urs sinvMa (‘Oh 0 , on voit quo 

la premiere fomdiou auf''menle de o a riri(l) rja(o), <|u<‘. la seeonde 
diminue de. r3*jj(<>) a o, (jiiund v uugmenlo cb^ o a J; b^s ibrmules 
(KXXlNbt) piunnettenl ensuile de reeonnatlre le sens do la variation 
<|uand V uuf^inenle <le a i* 

Des (‘.onHidtanUlonH analogues H’appli<|uent aux foncliofirh 

*^a(* n’ )f *^{1(0'), 

<le<U)m poseurs on fa<*.lcnrs ob figunnU sbe, elie att litui <le siiu*, coh<% 
On nuamnatt <lireelement sur les esproHsions de Tyat/e), S^a(A’) ((uo 
ees fon<*(!ons, loujours posJliveH, varlent <tanH le nubne sens quo e; 
puis, dirc»etmneiit encore ^^ur Lexprewsion do&v(^V), (jne eetle ftmeiion 
dt'seroft <|tiHud v erott de o a <|ua«d e crolt de a r^il/e) con- 
Uime de de<u'(dtre, eomnio Its tnonlre la relation entro r3fv(/e) ot 
(t ' - /e). Knliii la fornudo tie passage de la fonctiou u la fontdion 
Ifi mtmtre tjue la Ibneiion emit t(uancl t* nugmenti^ tb‘ o u 
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LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 


1. La lettre cle Charles Ilcrmite, que Von va lire, clemande quciques ob- 
servations preliminaires. 

Nous avons dit (n® i98) que Ics formules (XLVIi, 2 , 3 ) qui cxprimcnt au 
moycn de les fonctions tpCTL'KT), ou Ton suppose 

T == en designant par a, d, c, d des cnliers lies par la relation 

ad — hc^ I, dtaient dues k Hcrmite. 11 les a donnees sans dcmonstralion 
en 1 858, La d&momtration qa*on trouvera dans cette lettre e$t la scale 
qulil aura publiee. 

Cetic demonstration, dans Ic cas o\i a, d sont impairs, b ot r pairs 
(XXfi, cas I”), repose sur la formule 






qui cst une consequence immediate des forinulcs (XXXVlj ), (XXXVIllaj, 
(XLYIIg), (XXVIIIfr). Cette formule a lieu quel quts soil, t, <lontj aiissi 
quand on y remplacc x par t. Kn supposaut b = 2 ^', 2C =- o', on a d’ail- 
Icurs 

c' d 2 X 


el, puisque ad^b'd est egal t\ i, on voil que les fouctions Sr(o) 2 T) soiit 
lidcs aux foiicLions ^( 0121 :) j)ar les fonmiles do trunsformatiou Hneaire, 
comino les fonctions Sr(olT) an\ foiielions .^(<>|t). Ih> raleiil «e fait ires 
facilement au moycn des fonuules Xldl. Pour les fouetion.s 157(o | t), 3(0 1 1 ) 
on est, par hypotlnise, dans le eas <Iu Talileau (XXa); pour les rouolions 
3 (o12t), SrfolaT:) on cst <laus Ic cas i" ou dans lo eas 30 de e.e mdnn* Ta- 
bleau, suivant (pio // Chi pairou imj)air; inais, <laus les deux eas, v esl ('‘gal 
k 3, /n'^^^est 6gal k d; e'est toujours la formub^ (KLII^) (jui s’applirpie rt 
Ton a, en outre, k utiliser la seooude formule (Xldf^) et la lroisi<\me for 
mule (XLTI7). En dfisignaiu par sj, les (|uanHt(^.s unnloguos k s, mais 
relatives au^c. entiers a, b% c\ on obtmnt ainsi, en supposaat a > o, 


till 

{(x) 



nil HC cti 

1 
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OB a d’aillcurs, par unc proposition d’ariLhmetiqne Lien connuc, 


(it, par consequent, 



— i ^ / tt + fi ' 


De la relation ari — i)r x, c.l de riiypoih^sc qn(‘, b ct r sont pairs, il rc- 
sull(i quo l(‘s noinlires a et d sont tons denx con^rns i\ t ou {\ — t (mod. 4), 
et (|ue, par snil<‘., <*/ est Ic <loul)Ie <run nomlire impair; le nombn* 

^ *) divisible jiar 4, o*- pout dcrire finulomcnt 

(Test lu forinulo ([iio <Ih. llrriiult* oiablii. <lans sa lellre (a d’ou il dcdiiit 
Umt(*,s lt‘« auircH. Mais co, ii\‘st pas alnsi <ju’il procede. 


ii* ll'i's! a bii cucoiv <|ti’on doit b‘s f<»rinuh*s j^rnrrabs <b‘, transfornia- 
(ion <l<*s ron<‘(i(Mis S'; il Irs a donnres <‘n iH^>8 dans bj Jtun^ntd dt* LtoU'^ 
Par niie analyse. lr<Vs sitnpb^. (‘I tre^ prolbndt', il a fait, <Iep(*n<lre la 
<‘on«iant<‘ (pii lif;nre <Ians <•(*« (‘onnulos, at dont b* sij^ne esl si diriirib* a 
ddteriniiKtr, de. ra^tiirnssbin (*) 


/i - 1 

P a 


nr « 
A 




Mu Iransformanl la sonuno S au moy<‘.n <les resuliats dns h <«an.ss ct (ui 
pndilani dt's siinplincatituis npportib'h A (‘cs r('‘Hiiiltais par Lcbnsf.;n<q dans 
ilillVnands M<'*molrcs <lu Joftr/tn/ de il a olncnu dc.s formulas 

ibpnvabuUc'H au\ fonnulcs (XlJl), «juc nous avons ctablics sous la forme 
donnee par M, If, Weber (AV///^^ Funet,)t un purtant das proprbUi's da 
b(*r) <(Uf* Ton doit ISt, iMubdvind, Si nous n’avons pas a(lo[»ta la demons- 
tralion <rnarmirc, e*ast (fu’tdie appartiant A un ordra crblcas tout uutn^ 
qua atdui ofi mms avtms voulu nous pliir.rr, muis nous aroyoim devoir ns 
pr<»duira bd ccttiHb'uiuinstration, (rune part A causa da sa baaute'% d’antrc 
part pour permettra uu Icctmir dc. iiiicuK p(^*«t*trcr la signiliautitm dc^ la 
lattn^ dc (ih* ncrniila, 

Mri applitpmni la uuHIhkIc tju^m hii dolt il8!) pour trouver 

las Ibntdbms C transcfuidniitas ) aiitiarcH las plus itt'uu’ralas ([ui Koicnt don- 
blamcnr. p('rioditpias dc tndsiAina aspacc avee dcs itiultiplica*(nirs (bmnes, 


(*) Smnmtdh t/tmnandam »<feiemm nin^tdarittmt iHoH; tiAusM, IKcrAr, 

i, p. u. 
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on voit immedialement que la fonction (transcendante) entidrc la plus ge~ 
nerale qui verifie les equations fonctionneiles 

(1) /((’-+-I) = (-!)“/('')> = /(<’), 

oil a, p sont des nombres entiers donnes, est la fonction 

I ^0£,P(<^) = 

(2) j ^ 



rindice ?i place sous le signe S indique ici, commc dans la suite, que n 
doit parcounr la suite de toutes les valcurs entiOsrcs, negatives, nullc et 
positives. La notation employee par Ilcrmitc, a dejii etc signaldc 

dans la Note du n® 160, oii Ton a explique comment elle se rclie aux no- 
tations de Jacobi, quo nous avons adoptdes. 

En designant par a', P' deux nouveaux nombres entiers, cn I'cmplacanl 
dans r6galit6 ( 2 ), v par p n- |■(a'T remettant ensuile, la place dc 

Sra[p -+“ -|-(a -h oc')'c -f- J-(p -h P')], son expression au moyen de Ooc-Ha',P-+pK^)r 
qui r^sultc de cette mime 6galit<^ ( 2 ), on trouve immddiatcmcnt 


(3) Oa,p(p. 


,Ji a'T ■ 


.fj') = 


p-l-p^ ) 


Cette formule, sauf quelques diffiSrcnccs insignifiantes dans Ins notations, 
a ^te donate sans explications dans la Note que nous venons de rappelor, 
ainsi que les deux relations, evidentes sur la definition rnthne do la foue- 
tion Oa,^(p), 

(4) 0a+2,p(<^) = (— i)P0a,p(<^), 

Quand nous aurons besoin dc mettre on (Evidence la facon dont la fonction 
l^a,p(*^) cldpend dc t, nous Tccrirons Ooi,p(ptT). 

Jl r^sultc clairement du a® 178 que, si Ton ddsigno par rr, r, d ((iialre 
nombres entiers li^s par la relation ad — be =1 ct si Ton pose avee Her- 
mite 

(5) n(p) 5 = \ *4- 1, 

la fonction n(p) nc diCTcirc quo par un facteur constant de la fonction 

( I Q — ,j,- dis \ 

p ""g- ' ] ) on designant par aj, Pi des nombros entiers convena- 

blemont choisis. Ge premier rdsultat, quo nous avons ddduitdo la thdorie 
de la transformation lindairc des fonctions o', rcssort d’ailleurs anssi tri^^s 
faciloment, ainsi que rexprossion des entiers «i, pi, an moyen de a, A, 0 , 
d, Qc, p, du lh(5or(^me dc Cb. Hcrmitc sur la ri^solulion des Equations fonc- 
lionnellcs ( 1 ). En effet, la formule (3) pormci de calculcr oc quo deviout 
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le second membre de rcquation (5) quand on y augmente p dc i ou de 

T == puisquc alors la quanlite (a-f- hz)v s’augmenLe de a hz 

ou dc ou Lrouvc ainsi, aprcs dcs reductions facilcs, en tenant 

complc dos formulcs (4) ct de la relation ad — be = i, 


((>) ri(PH-i) = (~. 0 «ai(p), 

oil 


«! 


b^ 


lf(p ”h T) = ( 

. Pi == ca H- -4- cfl?. 


IjOs equations fonctionnellcs qui verifient ainsi la fonction (Iransccn- 
<lanlc) cutiere U(p) ne difTOrent dcs tuiuations (t) quo par le changement 
de a, p, z ou ai, Pi, t; ceite fonction no pout done di(lV;rer dc Oo(;j,j3,(p | t) 
(|u<' par uu facteur indepeinlant dc p, ol qu"il rcste ii determiner. lOu 
d'autres termes, on a 


<>«,!}[(" - I- *'=)«’ h I “ ®0«„|3, (t'l T), 

ou, en nnuonlaut a la ddfinition d<LS fonolioris 0, 


i«) {ft) 

ol'i Ton a pofl(5, pour abjn^l^cr, 

/n ‘ 'H /'^'c)p»q - 1 oc) (i'/ H- (’ 1 - -H «)® '//p. 


Observons, en [^assatu, ({uo, h la proprifafMle n(p)(le se reproduire, mul- 
lipliee par ( -"i)"*!, <|uand on y reinplaee e p«j' p«('i, correspond la pro- 
pri<d<S bion facile a ycHUer, <ie la fonciiou cp(t%/e), qu’exprime Tf^galihl 

fji(c t ■ I , ri) — (p, // -P J i-«i. 

(i sera eotnrnode, pour ce <|ui vanuivrc, de multiplier les <Ieux membroH 
de iy) par c cle manbb'c a faire dispuraltro ftcp«) dans I’oxposant 

de ebaque terme du second membre et a [>ouvoir pnditer lout i)i rheure 

de eas que rimt^f^rale j mille otj t^gule h i, stiivant quo n 

diftereut de. o ou a o. I/egalilf* (7) est sib»rH rtstuplacfns par la suivanle 


( H ) ^ 

im 

<kfi lu f(HUJt!ori 





i)wpt I 


♦}^(p, n) > i ^p(p, n) — txj p 

jowit tWidewimont de la propri^te 

♦)#( e I ^ n ) - p, /# '\^ b) r> 
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ou, plus generalement, de la propriete 

Pj ^ P^) = ^^p(p — 0 ; 

en d^signant par p un entier quelconque, en sorte que Foil a 

Nous supposerons maintenant que h soil entier positif ; cela ne res- 

Q I 

treindra pas la geueralite de la solution, puisquc nc change pas 

quand on y change les signes dc tous les nombres a, c, d. En integrant 
entre o et i les deux membres dc F6quation (8) et tenant comptc d'une 
remarque anterieure, on iroiivc 

d'p. 



Le terme de la s^ne qui figure sous le signe d’intdgration, n’est 

pas modifid si Fon augment© v dc /% pourvuque Fon diminuc n de rb^ ainsi 
qu’il rdsulte ^videmment de F6galit6 (9); d6slors, si Ton r6uuit ensemble, 

dans la les termes pour Icsquels les valcurs dc n sent 

(«) 

congrues, suivant le module b, de manidre ^ (icrire ccLlc s6ric sous la forme 


(«) W (n) 


6 - II 


il esl clair qu^on pourra tout aussi bicn Fdcrirc 


(n] («} (rt) 

en observant enfin que Fon a 

c£n^{p^n,p) dv cr; / ^i^TC^/Ctsp) 

^0 n 

on voit que F6galit<S (10) pourra s’( 3 crirc sous la forme 


/■ 


(XI) 






Quant aux b int%rales qui iigureut dans Ic second membre, on se mppe- 
lant que p) cst un trlnome du second dogrd on o,, cUch sc oatculent 
au moyen de la formule 






i^t£rjr 

« P , 
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(Ians laquelle la variable d’intcgration esL r( 3 elle et qui est valablc pourvu 
quo le coefficient de i dans p soil positif, condition qui se trouve verifide 
pour cp(<’, p) puisque le coefficienl de csL Dans le second 

mcnibrc, la partie rccllc de sj — ip est sapposee positive (i). On trouve 
ainsi 

= ^ oy") j 

v/ — ib{a H- d>T) 



( 0 Cello formulc est due a Cauchy {OlSuvros, a* s,, L. VII, p. '^ 80 ). Cauchy avail 
<l(\)a hpcr<;.n, pour un cas parlioulici‘, Ic rAle qu’clic pcul jouor dans la thdorie 
qui nous ocoupc, rCIcj quo Ch. irermilo a mis cu plcinc lurnidre dans le cas gei- 
udrai. L’Analysc do Cauchy i\ peine modifieSe p(Hit dire riisurude commo it suit: 

Ddsiguons par A, n (Unix nornbres qucdconque.s, donl louicfois Ic premier a son 
arguinonl Irigononietriquc (Uimpris ciUtr * el - 1 -^ > cl consideSrons TinlcSgrale 
roctiligne 



{KX I U)* (lx 


oh la variables (ririldgrulion m sinl Paxc* des (luauUh^H iHhdles, du point vers 
- au point »'/?t v(‘rH I m/ . ICn ponant t • Ac47«i-ib re.mplum'. e(‘Ue iuu''gra)(‘ 
retsUUguc pur utie aulre hildgrale reclitigne 


1 yc 

dauM laquelle la variable d'inLdgraiion /sdderit la droite qui va do "d* A 

/, I th bu fouelion a ** dlant liolomorplie duns lout le plan, il sera dvi- 

dtutuuenl ddmonirtS (pits rinU^grulo prdeddente diirere Irhs pen dos iuldgralcs rec- 
ti lignes 

VI rt y^-f ^ 

I V j 0 (H ^ I 

J • 410 


hi r<tii prouve quo les deux inldgraloH mUlligneH 

it (U, <j ** tU 

J 

houl tres petiles, II suffira de eonsiddrer la Heconde, 
lA»rM(|U(^ III viirialilo i nr*1 rl»VeIl le megimml dc* droit ifui va de dr, k 
A.r, p Ui son arguinmit d'ubord nul^ wtigmenle mi valeur ahsolue, jusqtdh 
eo quo / suit eti D’aniewr* 4 , eomme iullnlmeni grand ponitif, rargummii 

de dUbH*e inlltiintent pen de eeltll de A^*i on do A ; rnrgtttnmtt th^ t rm^te dorii* 
inftH'iiniri m talmir absoluo, k an riomhre f4 ^ ^ ; on a doneq sur la droites (pii vu 

do «W,* ^ ^ 

I 1 r (ros-aai ; o)» 

en par le nilnlmtitu de tu l/iftti^rale oat down moiiidre epte In pro- 
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oil Ton suppose 
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A =z e iH){a-hb'C) e'<^° 


On en deduit par un calcul aise, dans lequel on a toutefois a tenir compte 
de la condition ad — dc = r, 

S3 

?5 = '■ . : -IZ 9 

yj — ib{a H- wt:) 


oil Ton suppose la partie rcclle du radical positive et oii 


et 


b^\ 




8 = 1 i Ttfrt ca’-f-2 4»ra^-f-6fip*-4-2 ah^coL-^d^) 


3. La somme S s’^value au moyen des sommes de Gauss (i).Nous don- 
nons, dans cc qui suit, toutes les indications relatives ^ cos soinmcs, n(i- 
cessaires pour retrouver les formulos definitives d’Oermiie. 

On appelle somme de Gauss une expression do la forme 

, . S/TTW’* 

('•) 

oil a et ^ sont deux en tiers (positifs ou ndgatifs) premiers eutre cux, et 
oil r\ rindice do sommation, doit prendre \ i) \ valours eniiAros ineongrues 
suivanL le module b, que nous ddsignerons par /‘o, rj, pai' e\cm[>Ie 
les valeurs o, i, 2 , . . 1^)| — i. 11 cst clair quo la valour <lc la somme no 
depend pas du syst^mo choisi pour les nombres /’ot '"h • • •> 


duit dc par la longueur du clicmin dfint(^.graLion qiii est ^videmmont <lu 

m6mo ordre dc grandeur que or le produit iijO" tendant vers x^ro 

quand Ui augmente inddfiniment, la proposition cst ddmoatrde ot Pon a 

r «0 J J 

e— a - I < 5 -** ut a.- ^ 

•/-.ee 


Suipposer qua Pargument dc a esc compids entre et -h|- 9 e/est supposer 


que la partie r^elle do A* est positive. On remarquera enfin quo a est cotle des 
raoine? do A* dont la partie r^cllo cst positive, 

Lc rdsultat anndued eat compl^tcment Justifid dans lo cas partlcuUor eottstddrd; 
I’extonsion aa oas‘ gdndral est immediate, 

( 1 ) Summatio qmtx^dam seri^rum ( W(^rke» t* 11, p. ti). 
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Lcs propricLes suivantcs de la fonclion b) ap2)araisscnt immediate- 
ment (0 sur la definition. 

Quand on change de signe Tan ou rantre dcs notnbres a, 6, la quantiu'^ 
cp(rj!, b) cst remplacdc par la quantitc conjugucc. On nc change pas cp(a, b ) 
CU rcmpla^ant a par un enlier a' congru k a suivant Ic module b. 

lilunt dounds lcs deux entiers a, a% premiers b, s’il cxistc un enlier 
tel que Ton ait 

a^j£^/n^a (mod.Z>), 

on aura 

o{a*, b) = <p(<ac, b)\ 


car m elant forodmcnl proniicr k rcuscmblc des resics, pris suivant Ic 
module />, <lofl nomhres mr cst le uuhno que rcnscmblo dcs rcstes dcs 
nomhres t\ Kn parliculier, si I’oii a 


on aura 
On a aiissi 


a ' (mo<I. h')^ 
b\ <p(t, />). 
b)^(b<, a) cft(i , ab). 


la's produit cp(ft, b )<f(bf (f) (SHt, cii offotj dgal u 


2 




ab 


"5 


V -I - 

.M ab 


1 


ok r <loil prendre |/)1 vahuira liicongrutm suivant lu module b^ tandis quo 
r* preud sdpardmmU \ e(\ valeurs incongrues suivant le module ; dans ccs 
condiLions, ttr \*ht* doit prendre, \ ab\ vtUeurs incongruoK suivant le inn- 
<lnle ah ; le produit; b) <p(6, a) «Mt done dgal ^ 9(1^ ab ). 

Ou H auHsi 

. . I - S ' 
fi-n > » 

^ f' i <; 


en ddnlgnant par la vnlrur positive do la racine iti a cat posltlt, ot on 
«upposawt 3 - ;(/ - W I si a ost U sufflt dhUaldir rette pro- 

position quand a est positif j la seeoiitio partie rdsnite, an oifet, de la pro- 
mifhus en changeant a mi — -ri, et so rappelunt que fO, ft) est alors rom- 
plaeth* par la quiiiitttd oonjtigu<^,e (»)* Kronoeker a inonti*e(®) quo Ihm 


( * ) To//* Vaplmmgm Ubf?r mn 

4 * 

(*) (ietta propmltkm n^stumr divitrs ejn lilautodrt^ par (htuss d«a« Ir M^ttioire 
qiitl » 4*Mne f»«;oa puromerit «t|olfhrh|tte4 

( ») fht* Ht*rlhu*t iHtOn 
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obtient rapidement la formule relathe au cas ou a est un nombre posidf, 
en ecrivant que Fintegrale 


7 


prise le long d’un contour qu'on va defiiiir, est egale k liiz multiplie par 
la somme des residus de la fonction sous le signe J relatifs auK poles i, 

2, ^ situes a I’inteneur du contour. Gelui-ci est un rectangle sy- 

metrique par rapport a I’axe des quantiles reelles, dont un cOtc, situe sur 
Faxe des quantites purement imaginaires, va du point — j'l tres eloigne 
vers le bas, au pointjKi situ6 tr^s haut; le cote parallele a celui-1^ passe 

par le point — ; pour eviier le p61e o, on decrit de ce point comme centre, 
a rint^rieur du rectangle, un demi-cercle de rayon tr^s petit, et Ton sup- 
prime dtz rectangle Tiaterieur de ce demi-cercle; si a est pair, — est un 

pdie que Ton evite de la m6me fa^on ; les demi-cercles ainsi decrits entrent 
naturellement dans le contour. II est aise de voir que la partie de Tint^- 
grale qui correspond aux c6t6s paralldles a Taxe des quantit6s rdelles est 
negligeable, quand | jki 1 est tr^s grand. On parvient aisdment, quand a est 
impair^ a la formule 


y ^2/ Try 2 

s « = — J -t- [li— (— J e " 


et la methode meme permet d’affirmer que I’intdgrale reciiligne qui figure 
dans le second membre a un sens. En multipliant par 2 , remarquant qae 

2 2 Ti: r® 

dans la somme 2 e " , etendue aux valeurs r = i, a, , . a — i,lestermes 
k 6gale distance des extremes sont egaux, changeant enfin y cn xsja^ il 


rjTiBO 

,/a[i — (—£)«-«] / e-' 


dx = 


La yaleur de Tintegrale definie qui figure dans le premier membre dc 
cette formule est -|^(i — i)\ elle se d^duit iminddialement de celle de Fin- 

tdgrale J* dt qui est, comme on sail, egale k j /tT; elle r^sultc d’ail- 

leurs aussi de la formule mSme, pour 3. On trouve finalement 


^ a “ = =<p(i,a). 
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G'est le resultat annonce; il subsiste pour a pair, comme on le voit sans 
peine en reprenant les calculs, apres avoir mo diiie, comme on Ta expliqu^, 
le chemin d'mtegration. Le fait que <p(i, a) est nul, quand a est congru 
a 2 (mod. 4) et n'est pas nul quand a n’est pas congru a 2 (mod. 4), se re- 
connait directement. 

Posons maintenant, en supposant que 6 ne soil pas congru a 2 (mod. 4), 


cp(«, h) = (a, b) o(r, h), 


et clierchons a determiner la ^aleur de (a, b) qui n^a de sens que sous la 
condition precedentc. 

On observcra d’abord que, en vertu de cette definition, (x, b) = i, que, 
en vertu des proprietes de f(a, b), on a (a, b) = (a', b) quand a et a' 
sont congrus mod. enfiii qu’on peut, sans changer la valeur de {a,b)^ 
sup primer de a tout facteur carre parfait qui s’y trouverait. 

En supposant qu^aucun des deux nombres a, b ne soit congru a 2(mod.4), 
rdgalite cp(o 5 , Z>) <p(^, a) = cp(i, ab) et Tcxpression de c£>([, a) fournissent 
de suite la relation 


(12) 


(«, b)(b,a)^ 


(l 4- (r 4- c) 

^ if? f 


oil est dgal a i si Tun des nombres of, b est posilif et il — i si ces deux 
nombres sent n^gatifs. Cette < 5 galit 6 se reduit 


(a, b) (b, a) = 


si Tun des nombres <2, b est de la forme 4^ i, ct ^ 

(r/, b)(bj a) = — 

s^ils sont tons Ics deux do la forme 4 /t — i, done enfin k la forme 

(< 2 , />)(^/, <'0 — (— 0 * 

si Ton suit sculcment quails sont tons les dcut impairs. 

Supposons qu’on vcuille calculer (a, b) dans le cas oii b est impair. On 
pout toujours supposcr a impair ct moindre quo b on valour alisoluo, car 
il ckistc toujours un nombro impair a' congru k a (mod. b) et moindre 
e(uc b on valeur absolue, c/cst le restc pbsitif do la division do a par b si 
ce rcstc est impair, et, dans Ic cas contrairo, cc restc duuinut^ do 6 ; on 
remplacera a par 

Suppofionn done a impair ct \a\<, \ b\; T^galitd prdoddento ramdne le 
calcul do k celui do (^,<^), et le calcul do (b^a) sc ramdne ensuite, 

comme cn vient de roxpliqnor, au calcul d^un symbolo ( 6 ', a), oti 6 ' est 
impair et m'l < Kn continuant de la mdme fa^on, on voit quo Ic 
calcul do (a, b) se ramdno au calcul d*un symboie do la forme (rfc 
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oil a est impair, positif ou negatif, et que Ton a 


( ^ = rz ( zh I, 3£ j. 


D’ailleurs <r, a) = i, et Ton a 


( — i,a) = 


fi — T, g ) 

o( c, a; 


ioi=Fi 


en prenant le signe superieur ou inferieur suivant que a e'si positif ou ne- 
gatif, comme on le voit en recourant a la ^aleur de ^(i, a), et en se rap- 
pelant que o(— i, a; n'est autre chose que la quantile conjuguee de cp( i,oc; , 
a etant impair on voit que (a, h) est egal a zh i. 

Les calculs que Ton vient d’lndiquer sont tres analogues a ceux. du n*" 229 ; 
en se reportant a ce que Ton a ditalors, le lecteur verra de suite que Ton a 


{a, ^) = 



toutes les fois que ce dernier symbole est defini, c’est-a-dire lorsque b est 
impair et que les deux, nombresa, h ne sont pas tous deux n^gatifs. Nous 
avons, en effet, dtabli relativement au symbole (a, h) toutes les propri^t^s 
relatives au symbole de Legendqe-Jacobi, sauf la propriete (a, h) = ; 

or oelle-ci r6sulte de ce que (a, b) est I'eel et de ce que se change 

en la quantite conjuguee, c’est-^-dire ne change pas, quand on change b 
en — b, 

Supposons maintenant a impair et b divisible par 4. La formule (12} 
donne alors Tune ou Tautre des deux relations 


(a, h){b, a) = {a, b) {b, a) = — Ua.b, 

dont la premiere est valable si a est de la forme 1, la secondc si a 

est de la forme in — i. Le symbole (^, a) se calculera comme on vient do 
Texpliquer; a etant impair, il est 6gal ^ zlzi, on sorte que Ton a fiuale- 
ment 

{a, b) = a) ou (a, ^) = — ct) 


suivant que a est de la forme ou in — i. 

Jin resume, on sait calculer toutes les fois que h est impair ou 

divisible par 4 et sa valeur est zb i ou zt: i\ quand b e$t la double d’un 
nombre impair, 9(<x, h) est nuL 
Nous avons a appliquer ces resultats au calcul de ia somme 


s= 2 , 

p :=::0 


oiK b est un entier positif,, 

Supposons d^abord que ^ soit pair* On req^onnalt de suite que 
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de la somme ne change pas quand on remplace p pai' un nombre qui lui 
soit congra (mod.^) et qui, par suite, est de la m^me parite; d’ailleurs, 
quand p prend les valeurs o, x, 2 , — , h — x, p — prend un sysleme 

de h valeurs incongrues (mod. 6), et, puisque la somme * ne de- 

pend pas du systeme de6 valeurs incongrues que parcourt r, on voit de 
suite que Ton a 


v=zh — 1 


= 2 2 


/* = 26— 1 


2h 


-r* T 

= _cp(. 




On n’a alors, en supposant h = impair, qu’a appliquer les regies 

precddentes et, en outx'e, quand h est pair, la formule bien coiinue dans 
les 616ments de la theorie des nombres 


pour trouvcr les r^sultals suivants, dont le Iccteur consiatcra sans peine 
I’idcntitc avee ceux que Gh. llermilc a donn6s dans son Memoirc cl qui sc- 
roti t rappcles dans sa Lettrc. 

Si h csl impair, on a 

S = sjhe ^ =z\/b e si a s i (mod. 4 ); 

si a s — 1 (mod. 4)* 

Si h CSL pair, on a 

S MS v/^e ^ ® (j^jss\/be ® si as x(raod.4); 

S trs ^ si as — x(mod. 4), 

11 I'cste onfin k dvalucr la somme S quand b est impair. Ayant determine 
Jos owtiers m ct n tols quo ron ait a acs mb — 8 /i, ct rcmpla|?ant a par cetto 
vdcur clans Texprossion de S, on trouve sans peine 

m‘%t $n%i ^ tn^i 

Swio"* *• V e' '^' ^ ^ cp(4n, 6) s= e"" ^ f?(^,b), 

Pl90 

puisqoc n csl premier au nombre impair b. On n’a plus qu^^ remplaoer 
<p(/^ &) par sa Yaleer. ' 
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LETTRE DE CHARLES HERMITE. 


S^-Jean-de-Luz, villa Bel- Air, 24 septembre 1900. 

Mon cher ami, 

Je viens degag^er ma parole et m’acquitter bien tardivement, 
il me faut ravouer, de ma promesse de voiis d^montrer les for- 

mules concernant les quantiles o donnees dans mon an- 

cien article Sur V equation du cinqui^me degre^ 

Le bon air de la mer m’a aide a surmonter la torpeur qui 
faisait obstacle a mon travail; j’en profile pour ecbapper aux re- 
mords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les 
yeux cet article, j’aborde comme il suit la question. 


Mon point de depart se trouve dans les formules de la page 2 et 
de la page 3 , qui donnent les expressions de \/k et de \/ comme 
fonctions uniformes de ou plutdt de t, en posant t = et, 

parmi ces formules d’une extreme importance dont la decouvcrte 
estdueaJabobi, j’envisagerai pour mon objet la suivante, asavoir: 


4m ___ I — *xq . 

^ I — 2 ^2 _4_ 2 ^8 _f_ . . . 


SC — 
5 ( 


(n = o, =hi, ±2, ...). 


J’y introduirai tout d’abord la quantile t, en me servant, au lieu 
des fonctions @, H, . . . , de la serie 


= S(— Li J (n=z(y, 


i, ±9, 


[voir mon article Sur quelques formules relatives ct la trans- 
formation des fonctions elliptiquesiJourn. de Liouville, 1808)], 
et j’^crirai 

f/p _ Qo.iCoIt) _ 

Oo,i(o|aT:)' 

J’ai pos^, comme vous savez, 
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on aura done 


^b>,l I 

(° 

c -H 

a bx J 

Vi ( 

0 

c H- dx \ 
a -\-bx) 


Dans cetLe egalite, c, d designent des entiers assujetlis a la 

condition ad — = i ; je fais la supposition qu’ils appartiennent 

au preiniei' cas (p. 4) (‘)j <>u b gi c sont pairs, a et d impairs, et 
je ferai 

b ~ 1 C — c\ 

nous aiirons ainsi 


/ c -h dx \ 

^0,1 1 


c ~h dx\ 
bx / 

\a^hx) 

^0,1 1 


c' -H d.‘> X 

a -\r-b' 'IX 


ct, coinme nous conservons la condition ad — !/ d — t, la ques- 
tion sc Lrouve ramcnce a celle qiii concerne la iransforniation de 
la fonction Oa,p((’). Dans I’artiole cite tout a I’heurc, j’ai obtenu 
Ics rcsultats suivants, dont je vais faire usage. 

Soil on gctu'jral, pour dcs valours quelconqucs de b^ c, d, 

ccj a -4- fi “h ctb, 
pj r“- coc I ^ r/p H- cd, 

^ ? lf((* at'j I- 2 aS + 2 a^r a -t- 2 aOd S ■+• a A V) 

0 C ^ ; 

puis, on su])posanL b posilif, 

S — (p = o, I.vi, — I), 

it.....-, 

y/— iO{a H- 6x) 

le higne dc la racine carn'^c 6tanL pris de manierc quo sa partie 
la'uillc soil positive. Nous avons Udgalitc 


Oa,p[(^H- bx)v\n :\ j ^ 
Cl nous on ooncluons, pour (’ = o, 

0a,p(o|T)r,G0«„f,,(o|| 


Ox 


(‘) (las V* (lu Tableau XXj,. 
T. OL NT. - IV. 


ao 
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La condition de h positif pent loujoiirs s’obienir en changeant, 
comme il est permis, le signe des qnatre entiers < 2 , c, cl. Cela 
etantj la somme S s’exprime comme il SLiit, an mo%en dii sjm- 
bole de la theorie des residus qnadratiques. 

Sapposons (en premier lieu) que 6 soil pair. Je ferai 6 = 
etant impair, et Ton aura, suivant que I’exposant h est pair ou 
impair (*), 

ou bien 

En second lieu, supposons 6 impair; alors on pourra d(§terminer 
deux nombres entiers m et n par Tequation 


et Ton aura 


a = mh — 871, 




Je vais faire, en entrant dans tons les details du calcul, I’appli- 
cation de ces formules aux quantitds 


Je supposerai qu’on ait 

a^i, CSC, d^i 


( mod. 2 ). 


Ce sera done le premier des six cas qu’il faudra considercr ; nous 
verrons bientotque tons les autres s’en d^duisent imm^diatement. 
Soient d’abord a = o, p = i. Des deux nombres 


ai = ^ ab^ 
pj = ^ -4- cdf 


le premier est pair, et m^me multiple de 4? le second esi impair. 
Ay ant done en g^n^ral 

02a,2p-+-i(t'h) = (— l)*0o 


(*) Le M^naoire da Journal de Liouoille coatieaL ici une faute d’imprcssion 
les mots pair et impair ont ^t 6 transposes. 
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nous en concliions I’egalite 


^0,1 (O I t) = (2.60^1 




C H- 

a bz) 


J’ajoute qu’on peut mettre sous une forme plus simple la quan- 
tile 


0 — e ' 


qui entre dans la valeur du facteur 

SS 


Kd 


y/ — ibi^a -T- bz) 


Dcs hypotheses faites sar les entiei'&a, 6, c, d resulte, en efiet, la 
congruence 

bd-^oahd-\- ah^c^ — bd (mod. 8), 


ce qui permci d’ocrire 


0 = e ' 


• bd 


Si nous passons cnsuitc a la quanlitd Oo^, ^ ou 6' 

ot d -rz ^jlc remplacent i el <2 ct ne changcant pas, on a 


a\ X b' ah' ^ 
^ d ^ c'd\ 


b 


le premier dc cos deux nombres cst encore pair et le second im- 
pair, mals a' n’est pas ndccssairement divisible par 4? ct, par con- 
sdqncul, on a r<3galild 




(~i) * G'.0„_, 


(» 


c'-^-d.9.x \ 
a-h i>'-2x/ ’ 


oil G' repr<;sonle ce quo devient, dans cc second cas, le 
Dt5signons aussi par o' et S' les nouvelles valeurs dc 
on aura 


c’csl-S-dire 




S' 8' 


6'. at) 



V^— J *6(« -+- i>x) 


ot nous eu concluons 


facteur 6. 
8 ct de S ; 


6' r S' 6' 
G - y SS' ■ 



FO>CTiO>S £LL1PTIQUES. 
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Je m’arreterai a cette formule, et jc reoiarquerai en premier lieu 
qiie. en passant de S a S^, le nombre h est remplace par II en 
resulte qiic, a\ant pose 2^6,, I'exposant h varie de Tune a 
Fautre d’line unite. [Je snpposerai d’abord A > i .] Cela ^tant, la 
compai'aison des valeurs de S et de S' nous donne I'egalite 


d’oii resulte 








- Ij , 


b’+tib* 

Ceci pose, ecrivons le facteur ( — i) ‘ 
et emplojons Fexpression de o', a savoir 


ITZ , , 

sous la rorme e * 


7 - 2 r') 

0 = e * 


— r- {bd '+■ 2 abd -f- ab ’ c) 

= e ® ; 


on aura ainsi 


b'A- nb’ 




* ‘jr 

-j- [a^ •— I 2 b (l -h a) — ^ bd — ^ ahd —ab^ c ] 

e ° 


Or on v^rifie facilemenl la congruence suivante 
(Aj 2^(1 -ha) — obd — labd — ab-o^ — ab (mod. 16 j; 


faisant, en effet, passer tons les termes dans un m^mc membrc et 
divisant par 6, qui est pair, elle pent s’ecrire 

2(1 — ad)-v-^{a — d) — abc o (mod. 8;, 


puis, d’apres la condition ad — bc~ 

— 26c~h3(a — d) — a{ad — t) ^ o (mod. 8), 
inais 6 et c ^tant pairs et a impair, on a 

260^0, a2 ™ I (mod. 8;, 
elle deviendra done simplcment 

4 (a — d)Eso (mod. 8), 


ce qni a lieu, en effet, a eld Slant 
quence, 


b -hfjb' 


(-rf 


E 


impairs. Nous avons, en cons4- 

e ® 
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Nous obtenons eosuite, au moyen de [’expression qiii a ete noire 
point de depart, 




T ) 


Ofl^i ( o 1 1 : ) 

0o,i(o! ir:/ 


la relation fondamentale 


(I) 




;tt_ ft/, _ 1 } 


[f^orsquc rcxposanl /i est egal a i, dt esL egal a et le calciiJ 
de S' n’est plus Ic meine; cependant la ineine relation siibsisLe 
loiijours; on a, en efTet, coniine lorsque A etait plus grand quc i, 
I’egalile 

0 ' ^ (M -h 2 b({ -\-ab^i') 

^ r-. 

0 


Cl, a cause do la congruence (N), ([ul pout se nictlre sous la formr; 
bd -H ahil -H ab- a - b (3 a -h 0 rl) ( mod , i G j, 


on pent encore ocrire, en rcinplaganl (> par 26', 


niais ici, pour calcubu' S', on doit coninuuicer par ddlcrminer les 
en tiers m cl /i, tcis ([ue I’on ait 


et Ton a alors 


a mb ' — 8/?, 



- If// - 
e ^ 


S 



'^12 t »f«/>' f-ija I (//- J)M 

e ^ 


I£a tenant coinpte enlin dos relations 



/8/i\ \ X 


on on conclul 

oft 


Mtt/ 


M - ^ 3 a 1 'A - - ’4 d ) b' — •}. m » * 14 — 3 ( ah' 1 • i -h b'^ - - 1 -H 4 ^ 0 5 



3oo FOXCTIOSS ELLIPXIQtEs. 

ea reduisant on trouve 

M = '( I « — d — — 2JW — 6 — 3a^b'^-^ b'^: 

a cause de la relation ad — 6c = i, ou i et c sont pairs, on voil 
que les nombres impairs a d sont congrus (mod. 4)) en sorte 
que Ton a 

\{a — d)^o (mod. i6); 

les congruences 

86' = 8. a-^m^b'^, m-b''" ~ m- (mod. i6) 

sont evidentes, et il en rcsulle que Ton a 

M = o, — ‘im — 6'^; 

or celte derniere expression est congrue (mod. i6) a 
a- — lab' — I = m-b'^ — imb'^— i, 
puisque la dilFerence 

b'^j — (m'^b'- — -imb'^— i) 

est egale a 

9 m ( — I ) — ( J- 3 ) ( nd- — i) 

et que m et b' sont impairs. La relation fondamentale (I) est done 
^tablie quels que soient les nombres pairs b et c.] 


On en tire les deu.x systeaies de formiiles concernant les fonc- 
tions f{'z) et (J<(t:) pour lous les cas que prdsentenl les entiers 
a, 6, c, d, pris scion le module a. Ces cas sont indiqnes dans Ic 
Tableau suivant, que j’ai donne dans mon article Sur C liqua- 
tion du cinquieme degre (<) : 


(‘) Voir la Note i de la page 63 du Tome 1[. Les cas H cl V dc Hermile cor- 
respondent aux cas que nous avons ddsignds par 5“ et a". 
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a 

b 

c 

d 

I 

i 

o 

o 

I 

n 

' 0 i 

Jf 

I 

o 

ni. .. . 

I 

I 

o 

r 

rv... 

[ 

I 

■ 

o 

V 

■ 

o 

r 

I 

vr 

0 

r 

■ 

I 


3 oj 


1^11 |)rcini(‘r lion, jc change, dans I’dqnalion (I), t on 
/>, a, d on — ((. c/, — c; on irouve ainsi (‘ ) 


- cL a, 

X 




f C fix \ 


(,b^-\-ah — 1 ) 


Dans la inline (3(iualion, jc rcinplacc cnsuiic t: par 
par f( !- h (\l r + <'/; il vicnl 


( V) 


/ 0 - 4 " fix i I rt/^*** 1 ) 

\fr Ijx J \}; ( T ) ^ 


l , Cl c 


Passant a Pequalion (U), jc c]iaag(i t cn t-I- i 
c* ' - dt c(i (|ui donne 


( IV I 




a Ox) ’ 4^(t j 


a CL c cn a — h cl 


J<i continue cn rciuplacunl, dans (V), i: pur - ~cla, c*, d 
[)ur <'/, — cl j\)bticns 



(^) Km tcnariit compte dcs formules (XLV). 




3 o 2 fonctions elliptiques. 

Pour a\oIr le sjsleme complet des forniules clierclieeSj il ne 
me rcble plus qa"a changer dans cette equation t en t — \ ^ a t 
eii a -f- b et r -f- on a ainsi 

I - '!du 


(Hit 'if- 

* — oz / 

en employ ant I’egalJle 


ziz) 


91 T ) 

1 ) = e ^ j 


Void main tenant les resultats reunis et mis en regard des ai^ 
cas eniimeres dans le Tableau precedent (M : 


I. 


W? -i- bx) 

= 


e » 

JI. 

4 / 

/ ^ dx \ 
\ a -\-bx ) 

= 

0 ( 1 :) 

6 8 

III. 

'I- 

(::s) 

= 

•■Kt) 

0(T) 


IV, 


/ c dx \ 

= 

0( T J 
^(■1 ) 


V. 

<h 

I 


I 

I) 

0 

\a --t- bx J 


'i( X ) 

0 . 

VI. 

ll 

/ c -Jr dx \ 


I 



\ CL H— bx j 


o(i:; 



J’ai a y joindre enfin les formules qui concernent la fonction 
o('r). Je remplacerai a cet elTet 6, c, d par — <\ — <r/, a, b \ on 


change ainsi 


en 


\a~\-bz) 

o 

\ Oi — i— bx j 


et aux divers cas 

(I) , (II), (IIIj, (IV), (V), (VI) 

se substituent ceux-ci 

(II) , (I), (VI), (V), (IV), (III). 


(^) Ce sont les formules num^rotees (XLVIi). 
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Nolis avons ainsi ce second sjsteme de relations 


1. 

t( 

f c-^dz\ 
^ a -- b~. 1 


?(■=) 

(c/’-^cd — n 

e 8 

u 


( c — 1 - ciz \ 
^ a -t- / 


tj/fT) 

-r — ■+' ij 

e ^ 

III. 

?( 

' c r/ -u \ 


I 




'^{T) 

€ ° 

JV. 

?( 

f g-^(H \ 
^ a - 1 - bz / 

= 

I 

e s , 

V. 

? 1 

/ c-\-dz\ 

Va 

' = 

ia(x ) 


VJ. 


( c dz\ 

\a bz) 

1 ^ 

<1(1:) 

- erf 
e ^ . 


J’observe cnfin qiic Ics deux: series dc formules elablies, dans le 
cas ou b esL positif, subsislenL dans tons Ics cas, comme on le voit 
en cliangeanl c, d cii — a, — ■ — c, — r/. 

Avec line rectification pour Ics equations (111) cL (IV), J’unc 
inadvci lancc qui me sci'a t5cliapp<5c, cc sont bion Ics rcsultals que 
j’ai indiquds el dont jc me rcproclic d’avoir Lant tardd a vous 
donner Ja ddinonstration que vous in’avcz dcmandec. Mais ceLtc 
dcmonsti'alion, jc dois le reconnaitrc, opere peracio^ ne me 
contente point : cllc csl longue, indircctc surlout; cllc repose en 
cntier sur le hasard d’unc formule dc Jacobi, oublidc cl comme 
perdue parmi lant dc decouvertes dues a son gdnie. Jc vous I’en- 
voic, mou clicr ami, valeat quantum^ en vous infotnnant que jc 
serai revcnu*dans quclqucs jours, et a votre disposition pour tout 
ce (jue vous aurez i me dcinandcr. Et nous causerons aixssi d’auti'c 
chose quo d’Analysc, nous arguinentcrons, nous nous disputerons. 
Dc ma proxiniitd do I’lispagnc jc rapportc dcs cigarettes d’Espa- 
gnolcs 5 si vous ne veniez pas on fumcr avee voire collaboratcur 
d’aujourd’luii, votre professeur d’autrefois, e’est que vous avez le 
coeur d’un tigre. 

Julius et imo cL to to corde. 

Cm HERMITE. 


UIN DU TOMK IV KT DKRNIEU. 
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